MP2I 17.05.24

DEVOIR SURVEILLE §

» Exercice 1 : étude d’une fonction définie par une intégrale.

1. Justifier que pour tout t € R}, t +sint > 0.

dt
f+sint’

2x
Pour tout x > 0, on note f(x) = /
X

2. Prouver que f est de classe €% sur R}, et déterminer sa dérivée.

2x dt
< _ .
h /x t(t +sint)

. . , . t
b. Prouver qu’il existe un réel m > 0 tel que ¥t > m, t +sint > 5

3. Ftude de la limite de f en +o
2x dt
t

a. Montrer que pour tout x > 0, ‘f(x) - /
X

c. En déduire qu’il existe un réel ¢ que 'on déterminera tel que f(x) — ¢.
x—+00

4. Etude de f au voisinage de 0.
a. Justifier qu’il existe un réel a € R et une fonction ¢ :]0, +co[— R telle que &(¢) - 0et
r—
1 a &(t)

Vit > 0, — = —+ —,
t+sint t t

b. En déduire que 1irr(1)f(x) = lrl%

c. Onnote f le prolongement par continuité de f 4 [0, +oo[. Justifier que £ est de classe 6! sur [0, +oo].
» Exercice 2 : probabilités

On effectue une suite de tirages dans une urne contenant initialement une boule blanche et une boule rouge.
A Tissue de chaque tirage on remet dans I'urne la boule que I'on vient de tirer et on rajoute une boule blanche
si bien que lors du n®™ tirage, 'urne contient une boule rouge et n boules blanches.

Pour tout n € N*, on note A, I'événement : dlors des n premiers tirages, on n’a jamais obtenu deux fois

consécutivement la boule rouge».
On note également B, 'événement «on a obtenu une boule blanche lors du n®™ tirage», et on note R, = B,.
Enfin, on note pour tout n € N*, p, = P(A, N B,) et g, = P(A,).

1. Calculer py, q1 et p2, qo.

5
ntl SIS

3. Soit n > 2. Comparer les événements A,, N B, et A,_1 N By,.

2. Justiﬁer que pour tout n > 2,

4. En déduire que pour tout n > 2, p, = gn_1725.

5. Prouver que pour tout n > 2, g, = p, + ?Pn—l'
n

6. Montrer alors que pour tout n > 2, pys1 — pp = — (Pn = Prt)-
n
n+1 k
-1
7. En déduire que pour tout n € N*, p, = 1 - Z ( k!)
k=0

8. Montrer que la suite 51 converge vers un réel que ’'on précisera.
q qn)n> g q
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» Probléme : racines carrées de matrices

Si A € A, (R), on appelle racine carrée de A toute matrice M € 4, (R) telle que M? = A.
On note alors Rac(A) = {M € M ,(R) | M> = A} Pensemble des racines carrées de A.

1. Soit A € M ,(R), et soit M € Rac(A). Montrer que A et M commutent.

Partie I. Etude de deux exemples dans le cas n = 3.

11 -5 5 010
Dans cette partie,onnote A=|-5 3 -3|etN=(0 0 1|
5 -3 3 0 00

On note également f et g les endomorphismes de R® canoniquement associés aux matrices A et N.

2. Déterminer rg(A) et rg(N) avec le moins de calculs possibles.

3. Les matrices A et N sont-elles semblables ? Sont-elles équivalentes ?

4. Dans cette question, on note u; = (0,1,1) et uz = (2,-1,1).
a. Montrer avec le moins de calculs possibles que dim Ker(f — idgs) = 1, et déterminer deux réels x et

y tels que up = (x,y, 1) soit une base de Ker(f — idgs).

b. Montrer que 6 = (u1,up, u3) est une base de R°.
c. Pour tout i € [1,3], calculer f(u;).
d. Montrer qu’il existe une matrice P € GL3(R) telle que PlAP = Diag(0,1, 16), et donner une telle

matrice P.
0 0 O
5. Dans cette question,onnote D =10 1 0 |.
0 0 16

a. Montrer que ‘6 (D) = {M € J3(R) | MD = DM} est un sous-espace vectoriel de 3 (R) de dimension
3, et en donner une base.

b. En utilisant la question 1, déterminer Rac(D).
M3(R) —  J3(R)

M — pypt SHUR

6. a. On note encore P la matrice de la question 4.d. Montrer que @ :

automorphisme de (3(R).
b. Prouver que ®(Rac(D)) = Rac(A).
c. En déduire alors le nombre de racines carrées de A.

7. Le but de cette question est de prouver que Rac(N) = 0.
Pour cela, on raisonne par I'absurde et on suppose qu’il existe M € Rac(N), et on note alors h 'endomor-
phisme canoniquement associé a M.
a. Montrer que rg(h) = 2.
b. En déduire que Im(g) = Im(h), puis que pour tout k € N*, Im(h*) = Im(h).

c. Calculer N3, et aboutir 2 une contradiction.

Partie II. Racines carrées d’une matrice tridiagonale
Dans tout cette partie, on fixe n > 3 et on note

n -1 0 ... ... 0
-n n -2

0 —-n+1 n :
Ap=1: | € Mnia(R)
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R, [X] R, [X]

, —
On note également ¢ : P o (X2— P 4 n(l— X)P

. On admettra que ¢ est linéaire.

Enfin, pour k € [[0,n], on note Py = (X — 1)"%(X + 1)k,
8. Justifier que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
9. Montrer soigneusement que la matrice de ¢ dans la base canonique % de R, [X] est A,,.
10. Prouver que pour tout k € [0, n]], ¢(Py) = (2n — 2k)Py.

11. Justifier que B’ = (Py, Py, ..., Pp,) est une base de R, [X] et que la matrice de ¢ dans la base %8 est diagonale
dont on précisera les coeflicients diagonaux.

12. En déduire, 2 l'aide de méthodes matricielles que pour tout k € [0,n]], Ker (¢ — (2n — 2k)id) est de
dimension 1, puis que Ker (¢ — (2n — 2k)id) = Vect(Py).
13. Soit B € Rac(A,), et soit g 'endomorphisme de R, [X] dont la matrice dans la base canonique est B.
a. Justifier g et ¢ commutent.
b. Prouver que pour tout k € [0, n], Ker (¢ — (2n — 2k)id) est stable par g, puis qu’il existe A4 € R tel
que g(Px) = MPr. Que vaut alors /1]% ?
c. Prouver enfin que la matrice de g dansla base %8 est de la forme Diag (eo 2n,eiN2n=2,. .., en_1V2, 0),
avec (&g, ...,en-1) € {-1,1}".

14. Prouver enfin que Rac(A,) est de cardinal 2.

Partie I11. Racines carrées de I,
Dans cette partie, n > 2.

15. Comment appelle-t-on un endomorphisme s € £ (R") tel que s> = idgn ?

16. En déduire que Rac(I,) est infini.
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3.b.

CORRECTION 1

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 8

» Exercice 1 : une fonction définie par une intégrale (extrait du concours Mines de Sup
1998)

Il est évident que si x > 1, —sin(x) < 1 < x, et donc x + sin(x) > 0.

Sur 0, 1], la fonction g : x — x +sin(x) est dérivable, avec ¢’ : x — 1 + cos(x) > 0.

Donc g est strictement croissante, et puisque lir%l g(x) =0, pour tout x €]0, 1], x +sin(x) = g(x) > 0.
x—0*t

Ainsi, | pour tout x € R}, x +sin(x) > 0. ‘

. 1 . . . . .
Puisque t — ——— est continue sur R}, car inverse d’une fonction continue qui ne

t+sint . d 1 ®
, . t — 2 Danger !
sannule pas, la fonction F : x — / — est6lavecF x> —— < ~~ S
1 t+sin(t) x + sin(x) Le théoréme fondamental de

Puisque de plus F” est 6 (car quotient de fonctions qui le sont), F est également €. Panalyse nous laisse le choix
dans la constante que I'on

Mais alors pour tout x > 0,
P prend comm borne du bas

U gt 2 g 2 g X4t de Iintégrale. La plupart du

f(x) = / _ +/ —_ = / _ / —— = F(2x) — F(x). temps on choisit 0, ce n’est
x t+sint 1 t+sint 1 t+sint 1 t+sint pas un bon choix ici puisque

1 5 , .
Donc par composition et somme de fonctions 6, f est ‘6% sur R. Ko ! ar‘l,zi;p:ﬁ;i:iﬁ EI:;;SO'
Et alors, pour tout x > 0, n’importe quel autre réel
strictement positif aurait fait
2 1 Paffaire.

f'(x) =2F'(2x) - F'(x) =

2x +sin(2x)  x +sin(x)’

Ftude de la limite de f en +oo

Soit x > 0. Alors
2x 2x
dt 1 1
'f(x)_/x T‘_ /x (t+sin(t)_?) dt
2x :
_ / s1n't it

« t(t+sint)

2x
J

2x dt
< _—
h /x t(t +sint)

t t t
Puisque pour tout t > 0, — +sin(¢) > = — 1,ona lim — +sin(¢) = +oo.
q p ’2 ()/2 ’ {400 D ()

sin t

L’inégalité triangulaire est
t(t+sint)

valable car x < 2x :les
bornes sont dans le bon sens.

.. . . t .
Et donc en particulier! il existe m > 0 tel que pour tout t > m, = +sin(t) > 0, et donc !Prendre A = 0 dansla
2 définition quantifiée de limite
; infinie.
t+sin(f) > =.
2
L. . t
Ainsi pour x > m, et pour tout ¢ € [x, 2x], t>m, de sorte que t + sm(t) > 5, et donc
1 < 2
t+sin(t)  t
Par conséquent, ————— < —,si bien que par croissance de l'intégrale? 2 Encore une fois, x < 2x,
t(t+sint) t donc les bornes sont dans le

bon sens.

/

/Zx dt /Zx 2 21 2 1 1
——< Sdi< |- <=-=-<-.
« t(t+sint) . 12 t X x X

X

On en déduit donc par le théoréme d’encadrement que

2x
Jip (o= [ ) =0
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4.b.

2

DEVOIR SURVEILLE 8

2x
Mais par ailleurs, pour tout x > 0, / % = [In(¢)]2* = In(2x) - In(x) = In(2).

Etdonc| f (x) 1n(2)

Etude de f au voisinage de 0.

Si de tels a et ¢ existent, on doit avoir pour tout ¢ > 0, =a+e(t) — a.
t—+00

t+sint .
t
Mais puisque ¢t +sin(t) = t+t+o(t) ~ 2t,ona - ~ — — =,
puisq ()tHO ()tHO t+sint t—0 2t t—0 2
t
Donc si on pose a = 1, et pour tout ¢t > 0, £(t) = ———— — =, on a bien lim e(¢) = 0, et
P 2> €tP ) t+sin(t) 2 10 )
pour tout t > 0,
1 1 e(t)

t+sin(t) 2t t

Notons que par construction?, la fonction ¢ de la question précédente est continue sur
10, +oo[ par opérations usuelles sur des fonctions qui le sont.
Et donc pour tout x > 0,

flx )_/Zx dt /2x et _ln(z) /x2x s(tt) i

Soit &y > 0. Puisque &(t) P 0, il existe n > 0 tel que pour tout t €]0, 7], le(t)| < &

2x 2x 2x
[0 [TEOL [y

. 1 1 ., .
Si on note de plus que pour tout ¢ € [x, 2x], " < —, il vient
x

2x 2x
e(t & £
/ th</ —Odt<—0(2x—x)<€0
x t x X x

Ainsi, nous avons prouvé que pour tout & > 0, il existe n > 0 tel que pour tout x €]0, ],

Et donc

ln(2)

o -2

In(2
‘f( L Y
C’est la définition de lin%) f(x) = ln%2)

Notons que I’existence de ce prolongement par continuité vient d’étre justifiée par la
question précédente. On a alors, pour x € R},

2 1 _ 2x+2sin(x) - 2x —sin(2x) 2sin(x) — sin(2x)

fl(x) =

2x +sin(2x) x+sin(x)  (x +sin(x))(2x + sin(2x))

Or x +sin(x) 2x et donc 2x + sin(2x) ~ 4x.

x—0 x—

2x + 3.

3
De plus 2sin(x) — sin(2x) = 2x — % +o(x) - (26)

x3 X

DOHCf (X) —>O 8x2 x—>0 8 x——>()) 0.

Ainsi, f” posséde une limite finie en 0.

+o(x?) X

Puisque par ailleurs f est déja 6! sur ]0, +oo[ par le théoréme de prolongement 6!, son
prolongement par continuité a [0, +oo[ est de classe 6.
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"~ (x +sin(x))(2x +sin(2x))

3 Nous avons donné une
formule explicite pour ().

Si nous avons justifié de la
continuité de ¢, c’est uni-
quement pour justiﬁer que

s(t)

lintégrale de est bien

définie.

— Méthode

L'utilisation du théoréme de
prolongement 6! nous per-
met de calculer uniquement
la limite de f”.

Si on ne souhaite pas/ne

sait pas l'utiliser, il y a deux
limites 4 calculer : celle du
taux d’accroissement de f en
0, qui justifie de l'existence
de £7(0), puis la limite de
f7(x) en 0, qui justifie de la

continuité de la dérivée en 0.
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CORRECTION 3

» Exercice 2 : probabilités

Comme il est impossible d’avoir deux boules rouges consécutives en un seul tirage, on a

déja g1 = P(A)) =

1
Etpy =P(A1NBy) =P(By) =

) Si on tire une blanche au
De plus, p» = P(A> N By) = P(By) puisque B, C A;. Donc|ps = =. second tirage, on ne peut pas
- . 3 avoir deux rouges lors des
Enfin, A> = R; N Ry, si bien que P(Az) = P(R1)Pg, (R2). deux premiers tirages.

Mais au moment de réaliser le second tirage, I'urne contient 3 boules dont une rouge, quel
que soit le résultat du premier tirage. Autrement dit Pg, (Rz) = P(R»), et donc Ry et R,
sont indépendants. Et donc

P(A:2) = P(R)P(R) = 53 = -

g2 =P(A2) = 1-P(Az) =

Ona Ry N R, C Ay, si bien que par croissance de la probabilité, P(R; N R>) < P(A,).
. 1
Mais P(R; N Rz) = P(R1)Pg, (R2) = EPRl (R2).

si bien que

On en déduit que 1 < P(A,), si bien que P(4,) =1-P(4,) <1-1=2
Sur le méme principe, By N B, N --- N B, C A, et donc par indépendance des tirages4, * Expliquée ci-dessus.
12 n
P(B))P(By)---P(B,)==="--- < P(A,).
(BOP(B) -+ B(By) = 35 -+ —— < P(A)
Et au final on a bien | —— < g < >
n n n I X .
au final on a bien| —— < ¢, <

L’événement A, N B, est 'événement dlors des n premiers tirages on n’a jamais obtenu
deux boules rouges consécutives et la n®™ boule est blanche».

L’événement A,_1 N By, est 'événement «lors des n— 1 premiers tirages on n’a jamais obtenu Si on n'a pas eu deux rouges

deux boules rouges consécutives et la n®™ boule est blanche». consécutives en n tirages, on
Il est clair que A, C Ay-q et donc A, NB, C A,_1 NB,. en n’avait pas non Plus eu
Mais inversement, si on n’a pas eu deux boules rouges consécutives lors des n — 1 premiers lors des n — 1 premiers tirages.

Donc si A,, est réalisé, alors

tirages et que la n®™ est blanche, alors on n’a pas non plus obtenu deux boules rouges > X
Ap_q Dest aussi.

consécutives lors des n premiers tirages. Et donc A,_1 N B, C A, NB,.

Et par conséquent, ‘An,1 N B, =A,NB,. ‘

On a donc P(A, N B,) = P(A,—1 N B,) = P(A,-1)Pa, ,(B,). Mais ’événement B, est
indépendant de A,_; puisque la composition de 'urne au moment d’effectuer le n®™e tirage
est la méme quelles que soient les boules obtenues lors des n — 1 premiers tirages.

Et donc I'événement B, est indépendant de tout événement qui ne dépend que des résultats
des tirages précédents, et en particulier de A,_;.

n

Donc Pn = P(An_1 N Bn) = P(An_l)P(Bn) = qn_lm.

Sur le méme principe qu’a la question 3, ona A, N R, = A2 N By_1 NR,.
En effet, si on a obtenu une boule rouge au n®™ tirage et quon n’a jamais obtenu deux
boules rouges consécutives lors des n premiers tirages, alors nécessairement on a obtenu

une boule blanche au (n — 1) tirage® 3 Puisque sinon on aurait
obtenu deux boules rouges
consécutives aux tirages

Et toujours par indépendance des tirages, numéros n — 1 et n

1
P(An N Rn) = P(An—Z NB,_1N Rn) = P(An—2 n Bn—l)P(Rn) = Pn—lm-

Appliquons alors la formule des probabilités totales au s.c.e. {Bn, R,} :

Gn = P(An) = P(Ay 0 R) + P(An (1 B) = | pu+ prt
n
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4

DEVOIR SURVEILLE 8

Il s’agit de combiner les relations des deux questions précédentes :

_Pn—l) .

o n+l ntl __ 1 .1 __L(
Pnit=Pn = Gn 5 =Pn = \Pn ¥ T Dot | oo =P = — m s et T et = s (P
1 .
Onadoncp3—p2=—Z(P2—P1),pUIS
= s =) = T p2 ) et s =y = (pi =) = T (=),
ps—p3= 5173 p2 4X5P2 p1) et ps —ps = P4 —pP3 4><5><6p2 j4i

Et donc pour k > 2

(D!
Ix5x - x (k1) 2P

Pk — Pr-1 =

Mais on a déja dit que p; = § et p, = 3, donc p, — p1 = 1. Donc

(_1)k—1 (_1)k—1
Pk — Pk-1 = = .
2x3x4x---x(k+1) (k+1)!
Et alors 4 I'aide d’une somme télescopique,
; z< “po+ z CO
Pn=pPn—p1+p1 = Pk+1 — Pr) tP1 = 5 k+2)!
1 n+l (_1)k+1 1 n+l (_1)k
= — 4+ e
2 ; k! 2 21:3 k!
1N 1>k+(( 1° <—1>1+<—1>2)
2 p k! 0! 1! 2!
n+l
B (-DF
- 1_2 k!
k=0
n+1( 1)k +00
6 -1 -1
Nous savons quez I 'H+ Z =e ', et donc Pn rH—+>M1 e .

k=0
1

— 0,
n+1 notice " n+1

qn =pn + H%an —

n—+oo

Puisque p,_1 posséde une limite finie et que —Pn1 2 0 et donc

» Probléme : racines carrées de matrices

Ona A = M?, et donc AM = M2M = M® = MM? = MA, donc \ A et M commutent. \

Partie I. Ecude de deux exemples dans le cas n = 3.

Puisque N est échelonnée, son rang est égal au nombre de ses pivots, et donc | rg(N) = 2.

Pour A, puisque ses deux derniéres colonnes sont colinéaires, rg(A) < 2

Et puisque par ailleurs les deux premiéres colonnes ne sont pas colinéaires, A est de rang

au moins égal 4 2, et donc | rg(A) = 2.

Onatr(A) =17 et tr(N) = 0, donc ‘ A et N ne sont pas semblables. ‘

Mais puisqu’elles ont le méme rang, ‘A et N sont équivalentes. ‘

On a dimKer(f —idgs) =3 —rg(f — idps) =3 —rg(A - ).

10 -5 5

Mais A-I; =|-5 2 -3|. On remarque alors que la premiére colonne est égale 2 la
5 =3 2

MP2I Lvcie CHAMPOLLION 20232024

On fait apparaitre les termes
manquants pour obtenir la
somme de I’énoncé.

6 Cest une série exponen-
tielle avec x = —1.

Si on décide de répéter I'ex-
périence tant qu’on n’a pas
eu deux boules rouges consé-
cutives, 1 — e~ ! est donc la
probabilité que le jeu ne s’ar-
réte jamais.

Bien que la définition de la
relation d’équivalence sur les
matrices soit compliquée au
premier abord, nous avons
prouvé qu’il s’agit en fait de
la relation «avoir le méme
rang.

M. VIENNEY



4.b.

4.d.

CORRECTION 5

derniére moins la seconde, donc A — I est de rang inférieur ou égal 4 2. Et puisque les
deux derniéres colonnes ne sont pas colinéaires, rg(A — I) > 2, si bien que rg(A — I3) = 2,

et donc | dim Ker(f —idgs) = 1.
La relation notée sur les colonnes de A — I est C; = C3 — Cs, soit encore Cy + Co — C3 = 0.

1
D 1 Ker(A — Iz), si bi 1,1,-1) € Ki —idgs).
onc 4 € Ker( 3), si bien que ( ) € Ker(f —idgs) Puisque A I représente f —
. . . L idgs dans la base canonique,
Puisque ce noyau est de dimension 1, (1,1, —1) en est donc une base, si bien que les éléments de Ker(A — I)
sont les vecteurs formés des
Ker(f - idR3) = Vect((1,1,-1)) = {(A,A4,-1), A € R}. coordonnées, dans la base
canonique, des éléments de
Et donc (-1,-1,1) € Ker(f —idgs) est également une base de Ker(f - idgs). Ker(f - idgs).
0o -1 2
La matrice de la famille ‘6 dans la base canonique est P = (1 -1 _1) .Or
1 1 1
nous savons que 6 est une base si et seulement si P est inversible. Mais
0o -1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 -1]ée—>s|1 -1 -1] «— [0 -2 2]¢— |0 -1 2| — [0 -1 2.
11 1B\ -1 2Ry 1 2)P7B N0 2 —2fB B0 0 6

Cette derniére matrice est inversible, et I'inversibilité est préservée par opérations élémen-

taires sur les lignes, donc P est inversible, si bien que ’ 6 est une base de R3. ‘

On a déja dit que up € Ker(f—idgs), et donc (f —idgs)(u2) = Ogs, si bien que

0 0
De plus,ona A[1| =0/, si bien que | f(u1) = Ogs.
1 0
2 32 2
EtA[-1|=|-16|=16]|-1], si bien que| f(u3) = 16us.
1 16 1
Les calculs de la question précédente prouvent que dans la base (u1, uz, u3), la matrice de f
0 0 0
est Mat (f) = ( 0 1 0 ) = Diag(0, 1, 16).
0 0 16

Donc par la formule de changement de base,

w1
Diag(0,1, 16) = Mat (f) = P Matsy (/)P = (] AP,

La matrice P.¢ est la matrice

Donc P = Pg convient, et il s’agit précisément de la matrice calculée  la question 4.b. o B e
a b ¢ base %.

SoitM=|d e f|e;5R).
g h i

Alors M € 6(D) si et seulement si

a b ¢c\(0 0 O 0 0 O\fa b ¢ 0 b 16c 0 0 0
MD=DM&|d e f|I0 1 0|=]0 1 O|ld e fle|0 e 1l6f|=ld e f
g h iJ\o 0 16/ \o 0 16)\¢g n i) \o n 16i) \16g 16n 16i
C’est le cas si et seulementsib=c=d=f=¢g=h=0.
a 0 0
Et donc si et seulement siM =[0 e 0| est une matrice diagonale.
0 0 i

Donc une base de €(D) est formée des trois matrices élémentaires diagonales Ey 1, E» et

E3 3, si bien que | dim 6 (D) = 3.
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5.b.

6.b.

7.b.

6

DEVOIR SURVEILLE 8

Si A € M3(R) est une racine carrée de D, alors A commute’ avec D, et donc est diagonales.
Mais pour M = Diag (A1, A2, A3) diagonale, on a M? = Diag(/lz, Ag, Ag), si bien que M?> =D
si et seulement si on a 3 la fois 4y = 0,43 = 1 et A3 = 16.

0 0 0)/0O 0 0Oy,/0 0 0\ /O 0 O
Rac(D)=4/0 1 0),{O0 -1 O},|]O0 1 O[]0 -1 O
0 0 4/\0 0 4 \0 0 -4/\0 0 -4

Pour My, M, € AM3(R) et A € R,

On a donc

O(AM; + M>) = P(AM; + Mp)P~! = APM P~ + PMoP~! = AD(M;) + D(M>).

Donc @ est un endomorphisme de .3 (R). Il est clair que M — P~'MP est alors sa bijection
réciproque, et donc que @ est bijective, donc est un automorphisme.

Soit M € Rac(D). Alors ®(M)? = (PMP~1)? = PM?P~!' = PDP~! = A.

Donc ®(Rac(D)) c Rac(A).

Inversement, si M € Rac(A), alors M? = A, et donc (P-lMP)2 =P 'M?P =P 'AP =D, si
bien que P~'MP = ®~!(M) € Rac(D).

Et donc M = @ (0~!1(M)) € ®(Rac(D)).

Donc Rac(A) € ®(Rac(D)), et par double inclusion ‘ Rac(A) = ®(Rac(D)). ‘

Puisque Rac(D) est de cardinal 4, et que ® est injective’, Rac(A) = ® (Rac(A)) est aussi
de cardinal 4.

Puisque h* = g, on a Img c Imh, et donc rg(g) < rg(h).

Mais rg(g) = rg(A) = 2, si bien que rg(h) > 2.

Si on avait rg(h) = 3 = dimR?, alors h serait bijective, si bien que g le serait aussi car
composée de bijections. Et alors rg(g) = 3, ce qui n’est pas le cas.

Donc on a bien

Nous avons déja dit que Im g C Im h, et puisque ces deux sous-espaces vectoriels ont méme
dimension (égale 2 2), Img = Im h.
Autrement dit, on a Im h% = Im h.

Prouvons alors que pour tout k € N*, Im h* = Im h*+L,
Soit k > 1. Puisque h**! = ik o h, on a déja Im h¥*! c Im KE.

Pour Pinclusion réciproque, considérons y € Im h**! et soit x € R3 tel que y = h**!(x).

Alors h?(x) € Im(h?) = Imh, et donc il existe x” € R tel que h*(x) = h(x').
Et donc y = -1 (K2(x)) = B~ (h(x')) = hE(x) € Im h¥.
Donc on a bien I'égalité Im h* = Im AF*1.

Par conséquent, la suite (Im h¥);-1 est constante si bien que | pour tout k > 1, Im hF = Im h.

0 0 1
OnaN?= (0 0 0), et N3 = 03, si bien que g° est 'endomorphisme nul. Mais g° = h°,
0O 0 O

donc Im(h®) = {Ogs}, ce qui contredit le résultat de la question précédente.

On en déduit donc que ‘ N ne posséde pas de racine carrée.

Partie II. Racines carrées d’une matrice tridiagonale
Soit P € R,[X]. Alors deg P’ < deg P — 1, et donc deg(X? — 1)P’ < degP + 1.
De méme, deg(1 — X)P = degP + 1.
Donc deg ¢(P) < degP +1.
Si deg P < n, on a bien deg ¢(P) < n et donc ¢(P) € R,[X].
En revanche ceci n’est pas trivial si deg P = n.
Notons que ¢(X") = (X% = D)nX"' +n(1 = X)X" = nX" —nX""! € R,[X].
Et donc si P € R,[X], en notant P = a,X" + Q, avec a, le coeflicient de degré n de P et
0 € R,_1[X], il vient
@(P) =an p(X") + ¢(Q) € R,[X].
—_— ——
€Rp[X]  €eRp[X]
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7 Cestla question 1.

8 Cest la question 5.a.

 Clest important pour dire
que le cardinal ne baisse pas
en appliquant .

On a toujours
Imf)lmf2 Dlmf3 D...

et dés que deux images
consécutives sont égales,
la suite stationne.

M. VIENNEY



10.

11.

12.

CORRECTION

Donc ¢ est bien a valeurs dans R, [X], et étant linéaire, est un endomorphisme de R, [X].
Ona (1) =n(1 - X), p(X") =nX" —nX""! et pour k € [1,n - 1],

o(XF) = k(X% - DX+ n(1 = X)X* = (k — n) X! 4 nx* — kx*1

Et donc on a bien

n -1 0 0
-n n -2
0 -n+1 n
Matg (¢) = | =
n -n+1 0
-2 n -n
0 0 -1 n

Soit k € [0,n]. Alors
Pr=(n-kX-D" X+ DF+ k(X - )R+ 1)F
Et donc

(X2=1)P, = (X-D)(X+1)P, = X=1)"*(X+DF [(n = k) (X + 1) + k(X = 1)] = Pex(nX+n=2k).

Et donc ¢(Py) = (nX +n - 2k)Pr + n(1 = X)Pr =| (2n — 2k)Py.

Puisque la famille %8’ est de cardinal n + 1 = dim R, [X] c’est une base si et seulement si
elle est libre.
Soient donc Ag, A1, . .., A, des réels tels que AgPo + A1 Py + - - - + A,Pp = Or[x ().
Puisque tous les P ont 1 pour racine, sauf P, en évaluant en 1 il vient A, P,(1) = 0.
—_——
#0
Donc A, = 0. Dans (%), il ne nous reste donc que

AoX =D+ 4 (X =DM X+ D)+ + A (X=X + 1) =0.

En divisant par X—1, il vient donc Ao(X=1)" 44 (X=1)"2(X+1)+- -+, 1 (X+1) 1 = 0.
De nouveau tous ont 1 pour racine sauf le dernier, et donc en évaluant en 1, 4,12""! =0,
donc A, =0.

De proche en proche, on prouve que Ag =4y =--- =1, = 0.

Donc (P, Py, . .., Py,) est libre, ec'? il s’agit donc d’une base de R, [X].

Et alors a Iaide de la question 10,

2n 0O ... 0
Matg (@)= | 0 2n—2 = Diag(2n,2n - 2,...,2,0).
: t. . 0
0 0 2n-2n

Notons dans la suite D,, cette matrice diagonale.
Puisque D,, — (2n — 2k)I,+1 = Matg (¢ — (2n - 2k)id), on a
rg(¢ — (2n — 2k)id) = rg(Dn — (2n — 2k)L41).
Mais D,, — (2n — 2k)I,4; est une matrice diagonale dont un seul coefhicient diagonal est
nul, donc estde rangn+1-1=n.

Et par le théoréme du rang, dimKer (¢ — (2n - 2k)id) = dimR,[X] -n=n+1-n=1.
Enfin, puisque ¢(Px) = (2n — 2k) Py, Py € Ker (¢ — (2n — 2k)id) et donc

Ker (¢ — (2n = 2k)id) = Vect(Py).
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Pour k = O et k = n, notre
notation est légérement abu-
sive puisqu’elle fait apparaitre
des puissances négatives de
polyndmes... Fort heureuse-
ment, cela est compensé par
le fait qu’on les multiplie par
0.

Mais traiter a part ces deux
cas est siirement une bonne
idée.

10pyr cardinalité.

Une droite vectorielle est
engendrée par n’importe
lequel de ses vecteurs non
nuls.

M. VIENNEY



13.a.
13.b.

13.c.

14.

15.
16.

8 DEVOIR SURVEILLE 8

On a déja dit 2 la question 1 que A, et B commutent, donc ‘ ¢ et g commutent. ‘

Soit P € Ker (¢ — (2n — 2k)id), de sorte que ¢(P) = (2n — 2k)P.

Alors™ ¢(g(P)) = g(¢(P)) = g((2n — 2k)P) = (2n — 2k)g(P). 1 par linéarité de ¢.
Et donc (¢ — (2n - 2k)id) (g(P)) = 0, si bien que g(P) € Ker (¢ — (2n - 2k)id), donc

‘ Ker (¢ — (2n — 2k)id) est stable par g. ‘

On en déduit notamment que g(P) € Ker (¢ — (2n — 2k)id) = Vect(Py), et donc il existe

Ak € R tel que g(Pk) = Akpk.

Et alors ¢(Py) = ¢*(Px) = g(AkPi) = Aeg(Pr) = AP
Mais ¢(Pi) = (2n — 2k)Py, et donc| A7 = 2n - 2k.

On en déduit que ¢(Py) = & V2n — 2k, avec & € {-1,1}.

Et donc
©V2n 0 .. 0
Matg ()= | © '
En—1 \/5 0
0 0 0

Inversement, si D est une matrice diagonale de la forme obtenue 2 la question précédente,
alors D? = D,,.

Et donc si g € L(R,[X]) est tel que Matgy/ (g) = D, alors g° = ¢.

Donc il y a autant d’endomorphismes g de R, [X] vérifiant g° = ¢ qu’il n’y a de matrices
de la forme précédente. Or il est clair qu’il y a 2" = Card{-1, 1}" telles matrices.

Et alors puisque g — Matg (g) est une bijection de £ (R,[X]) sur 4, (R) qui envoie les g

tels que g* = ¢ sur les racines carrées de A, ‘ Rac(A,) est de cardinal 2".

Partie III. Racines carrées de I,,.

Il s’agit d’'une symétrie.

Puisque f + Matg,_, (f) est une bijection de £ (R") sur 4 ,(R) qui envoie les symé-
tries sur les racines carrées de I,, il s’agit de montrer qu’il y a une infinité de symétries de R™.

Considérons H = {(x1,...,x,) € R" | x; = 0}, qui est un hyperplan de R™.

Alors pour tout a € R, (1,2,0,...,0) ¢ H, si bien que D, = Vect((1,,0,...,0)) est un
supplémentaire de H dans R”, et les D, sont deux 4 deux distincts.

Notons alors s, la symétrie par rapport a H paralléelement a D,.

Alors pour a # 8, Ker (s +id) = D, # Dg = Ker(sg+id). Et donc s, # sp, si bien qu’il existe

une infinité de symétries différentes de R”, et donc une | infinité de racines carrées de I,,.
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