MP2I 29.03.24

DEVOIR SURVEILLE 7

» Exercice 1 : endomorphismes dont le carré vérifie certains conditions.

Dans tout 'exercice, E est un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

Partie I. Ecude d’un exemple

Dans cette partie E = R3, et on note f: (x, yIS : ?jx Fytz—6x+Ay+223x -y +2)
1. Montrer que f est linéaire.

2. Donner une base de Ker f et une base de Im f.

3. Justifier que Ker f et Im f sont supplémentaires dans R.

4. Prouver qu'il existe A € R tel que f o f = Af.

Partie II. Etude générale des endomorphismes vérifiant f o f = Af.
Soit A€ R*.Onnote Ay ={f €e L(E) | fof=Af}.

5. Déterminer tous les isomorphismes de E dans E qui appartiennent 3 A;.
6. Soit f € Aj.

a. Montrer que Im f = {x € E | f(x) = Ax}.

b. Montrer que Ker f et Im f sont supplémentaires dans E.

c. Montrer que Im(f — A1idg) c Ker f.

d. Prouver qu’il existe une homothétie h et un projecteur p tels que f = ho p.

Partie I1I. Endomorphismes vérifiant f o f = —idg
7. Soit f € L(E) tel que f o f = —idg. Si u est un vecteur non nul de E, on notera F, = Vect(u, f(u)).
Dans toute la suite de la question, on fixe un tel vecteur u non nul.

a. Justifier que (u, f(u)) est une famille libre, puis que F, est le plus petit sous-espace vectoriel de E
contenant u et stable par f.

b. Soita € F, \ {Og}. Montrer que F, = F,,.

c. Soit G un sous-espace vectoriel de E stable par f et ne contenant pas u. Prouver que G et F, sont en
somme directe, et que F, & G est stable par f.

d. Prouver alors qu’il existe des vecteurs uj, up, ..., u, tels que (uy, f(ur), ua, f(u2),. .., up, f(up)) soit
une base de E. Qu’en déduit-on au sujet de la dimension de E ?

8. Soient f et g deux endomorphismes de E vérifiant f o f = —idg et g o g = —idg. Prouver qu’il existe
h € GL(E) tel que g=ho foh L.

9. Prouver que si E est un R-espace vectoriel de dimension paire, alors il existe f € £(E) tel que fo f = —idg.
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» Exercice 2 : chemins de Dyck et nombres de Catalan

Introduction
Coincée entre deux pages d’un vieux livre de mathématiques du CDI du lycée, j’ai trouvé la coupure de journal suivante,
non datée, découpée dans les pages du quotia’ien sporlifl’Equipe.

L’AS Champo 38 en finale aprés un match d’anthologie !

Par notre correspondant a Grenoble.

Le match retour de la demi-finale de Ligue des Champions opposant le Real Madrid 4 ’AS Champo 38 se
jouait a guichets fermés hier soir. Bt les 429 spectateurs présents au gymnase de la rue Lesdiguiéres se
souviendront longtemps de cette soirée.

Suite 4 sa courte victoire 1 — 0 4 Santiago Bernabéu au match aller, ’AS Champo 38 avait seulement
besoin d’'un match nul face au Real Madrid afin de se qualifier pour la finale.

Et méme si les grenoblois n’ont jamais mené au score, ils ont réussi & accrocher un improbable 7 -7,
délivrés par une formidable retournée acrobatique de leur capitaine A. Mattone (auteur d’'un quadruplé)
dans les toutes derniéres secondes de jeu.

Dans ce match au scénario complétement foul....]

La suite de Iarticle n’avait pas été découpée, et je nai trouvé aucune trace ailleurs de cette demi-finale de
légende.

Je ne peux donc qu'imaginer la maniére dont ce match fou a pu se dérouler : est-ce que le Real a mené 7-0
avant de se faire rattraper ? Est-ce qu’au contraire 2 chaque fois que le Real a marqué un but I’AS Champo 38 a
systématiquement recollé au score ?

Mais au fait, combien de scénarios sont-ils envisageables ? Plus précisément, combien y a-t-il de possibilités
d’évolution du score en sachant que le score final était de 7 partout et que le Real n’a jamais eu de but de retard ?

Partie I. Chemins de Dyck, mots de Dyck et nombres de Catalan
Soit n € N*. Un chemin de Dyck de longueur 2n est une suite de segments joignant 2n+1 points, commengant
en (0,0), terminant en (2n, 0), de sorte que

i) chaque point est obtenu a partir du précédent par une translation de vecteur (1, 1) ou de vecteur (1,-1);
ii) tous les points sont d’ordonnée positive ou nulle.

Par exemple sur la figure ci-dessous on a tracé trois chemins de Dyck de longueur 18.

FENI AN 2N

Si vous souhaitez une définition plus rigoureuse, on peut identifier les chemins de Dyck de longueur 2n aux

mots de Dyck de longueur 2n qui sont les (2n)-uplets (x1, ..., x2,) d’éléments de {-1, 1} vérifiant les deux
conditions suivantes :

k
) > x=0. if) Vk € [1,2n], )" x>0
- i=1

Il y a une bijection évidente entre les chemins de Dyck de longueur 2n et les mots de Dyck de méme longueur,
qui fait correspondre un 1 4 chaque petit segment montant et un —1 4 chaque segment descendant.

Par exemple, au chemin de Dyck C correspond le mot de Dyck (1,1,-1,-1,1,-1).

Pour tout n € N*, on note C, le nombre de chemins de Dyck de longueur 2n (ou de maniére équivalente de
mots de Dyck de longueur 2n), et on pose Cy = 1. L’entier C, est appelé le n* nombre de Catalan.
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Dans tout l'exercice, vous pourrez travailler au choix avec des chemins de Dyck ou avec des mots de Dyck.

Si vous choisissez la premiere option, vous veillerez a vous exprimer avec des phmses claires, intelligibles etdla sigm'ﬁcation
non ambigiie, et pourrez accompagner vos raisonnements de dessins.

Et si vous choisissez la seconde option il faudra que vos raisonnements soient aussi rigoureux que d’habitude.

1. Dessiner tous les chemins de Dyck de longueur 2, 4 et 6, et en déduire les valeurs de Cy, G5, Cs.
2. Soit n € N.

a. Justifier que le nombre de chemins de Dyck de longueur 2n + 2 qui ne touchent I’axe des abscisses
qu’en leurs extrémités est égal 3 C,,.

b. Montrer que le nombre de chemins de Dyck de longueur 2n + 2 qui commencent par la séquence

: (ou de maniére équivalente, le nombre de mots de Dyck de longueur 2n + 2 commengant
par (1,-1)) est égal a C,.

n
c. Prouver Cpyq = Z CkCp—r. En déduire Cy.
k=0

V1 —4x

1-—
Dans toute la suite, on considére la fonction f définie sur %7 = ]—c0,0[ U |0, 1] par f(x) = 5x

Partie II. Fonction génératrice des nombres de Catalan
3. Justiﬁer que pour tout n € N,

=~ 1 (2K

f(x)x:o;k+1(k

)xk +o(xb).

1 (2n -
On note alors, pour toutn € N, a, = — , de sorte que f(x) = Z apx +o(x™).
n+l\n x—0 =

4. Pour tout x € %, exprimer xf (x)? en fonction de f(x).
n
5. En déduire, pour tout n € N, une expression simplifiée de Z Ak p_-
k=0
6. Déduire de ce qui précede une expression explicite de C, en fonction de n. Finalement, combien y avait-il
de scénarios possibles pour le match mythique évoqué dans I'introduction ?

7. Donner un équivalent simple de C,, lorsque n — +oo.
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» Exercice 3 : Dimension de I’ensemble des matrices magiques

Dans tout I'exercice n est un entier supérieur ou égal a 3.
» Une matrice A = (a;j)1<i,j<n € Mn(R) est dite semi-magique si il existe un réel, que I'on notera d(A) tel

que
n n

Vi e [[1,n]],z a;j =d(A) etVj e [1,n], Zai’j =d(A).
= i=1
Notons qu’un tel réel est nécessairement unique.
Autrement dit, une matrice est semi-magique si toutes ses lignes et toutes ses colonnes ont la méme somme.

On note SMag, I'ensemble des matrices semi-magiques de (,(R).

» Une matrice A = (a;;)1<i j<n € M,(R) est magiquesi elle est semi-magique et si de plus tr(A) = d(A) = Z Aken—k+1-
k=1
On note Mag,, l'ensemble des matrices magiques de /4, (R).

» On note J la matrice de ./, (R) dont tous les coefhicients valent 1.

Partie I. Structure de SMag,,
1. Soit A € M, (R). Montrer que A est dans SMag,, si et seulement si il existe A € R tel que AJ = JA = 1].
Quel rapport y a-t-il alors entre d(A) et A?
2. Pour tout (i, j) € [1,n - 1]% on pose A; j = E; j + Enp — Eiy — En ;.
Montrer que pour tout (i, j) € [1,n - 1]?, A;; € SMag,,.
3. Prouver que SMag,, est a la fois un sous-espace vectoriel et un sous-anneau de ./, (R), et que l'application

d : A d(A) est a la fois une application linéaire et un morphisme d’anneaux (de SMag, dans R).

4. Montrer que si A € SMag, est inversible, alors d(A) # 0 et A™! € SMag,. Exprimer alors d(A™!) en
fonction de d(A).

5. Est-ce qu’inversement, si d(A) # 0, alors A est inversible ?

6. Montrer que Mag,, est un sous-espace vectoriel de SMag,,, mais que ce n’en est pas un sous-anneau.

Partie II. Dimensions de SMag,, et Mag,

Dans la suite, on notera SMag!) = Ker(d), qui est donc un sous-espace vectoriel de SMag,,, puisque noyau d’une
application linéaire définie sur SMag,,.

On note également Mag)) = SMag)) N Mag,,.

7. Sans calculs, justifier que SMag,, = SMag)) & Vect(J).
8. En déduire que dim SMag, = dim SMag!) + 1 et que dim Mag,, = dim Mag?, + 1.
SMag) —  J,-1(R)

A= (aij)i<ij<n > (@ij)1<ij<n—1
associe la matrice de taille n — 1 obtenue en supprimant la derniére ligne et la derniére colonne.

9. Soit ¢ : , Papplication qui a une matrice semi-magique de taille n

On admet que ¢ est linéaire. Prouver qu’il s’agit d’un isomorphisme entre SMag)) et . ,,_1 (R).
En déduire la dimension de SMag,,.

10. Montrer que (A;)1<ij<n—1 €st une base de SMag!, et en déduire une base de SMag,,.
SMag? — R?
n
tr(A), Z [Alkn-k+1
k=1

Calculer 6(A11) et 0(Az2). En déduire que 6 est surjective, puis déterminer la valeur de dim Mag,,.

11. Soit 0 :

A —
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6.b.

CORRECTION 1

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 7

» Exercice 1 : endomorphismes dont le carré vérifie certains conditions.

Partie I. Etude d’un exemple

C’est évident'. ! Mais moi seul ai droit 4 cet

. . . t...
Soit (x,y,z) € R. Alors (x,y,z) € Ker f si et seulement si Arghimen

_x+y+zzo —x+y+Z:0 _
bx+Ay+2z=0 ©-2y—4z=0 @{ - ;
Bx—y+z=0 2y+4z=0 -

Soit si et seulement si (x,y, z) = (—z,—2z,2) = z(-1,-2,1).

Donc ‘ Ker f = Vect(-1,-2,1). ‘

On en déduit par le théoréme du rang que Im f est de dimension 2, et donc il suffit de
donner une famille libre de deux vecteurs de Im f pour obtenir une base de Im f.

Par exemple f(1,0,0) = (-1, -6,3) et £(0,0,1) = (1,2, 1) ne sont pas colinéaires, et donc
forment une base de Im f.

Le théoréme du rang nous dit déja que Im f et Ker f ont des dimensions compatibles avec
le fait d’étre supplémentaires, en ce sens que dimKer f + dimIm f = 3 = dimR>.

Pour prouver qu’ils sont bien supplémentaires, il nous reste 4 prouver soit qu’ils engendrent
R’ tout entier, soit qu'ils sont en somme directe.

Prouvons par exemple que la concaténation des deux bases de Ker f et de Im f obtenues
précédemment forment une famille libre.

Soient donc Ay, A2, A3 € R tels que A (=1, -2,1) + A2(-1,-6,-3) + A3(1,2,1) = (0,0,0).

Il vient alors

/11—/12+/13=0 /11—/12+/13=0

—2).1—6/12+2/13=0 L<L:;L —8).2+4/13=0 ol=Ah=43=0.
2 Lay+aly

AM=3+A3=0 Ly-Li-Ly | =21, =0

Puisque la concaténation de deux bases de Im f et de Ker f est libre, ces deux sous-espaces

sont en somme directe?, et donc sont supplémentaires dans R>. 2 Cest un critére qui figure
Ona f(f(1,0,0)) = f(=1,-6,3) = (=2,-12,6) = 2£(1,0,0) et de méme dans le cours.
f(f(0,0,1)) = f(1,2,1) = (2,4,2) = 2f(0,0, 1).

Puisque de plus f(f(-1,-2,1)) = £(0,0,0) = (0,0,0), on en déduit que les deux endomor-

phismes f o f et 2f coincident sur la base de R obtenue par concaténation des deux bases

de Im f et Ker f.

Et donc? sont égales, si bien que| f o f = 2f. 3 Deux applications linéaires

qui coincident sur une base
sont égales.

Partie IL. Etude générale des endomorphismes vérifiant f o f = Af.

Si f € A; est un isomorphisme, alors f o f = Af, ce qui aprés composition* par f~! nous * A droite ou 2 gauche.

donne f = Aidg.

Et puisqu’inversement Aidg vérifie (1idg) o (Aidg) = A2idg = A(1idE), alors I’homothétie

de rapport A est le seul isomorphisme de A;.

Si x € E vérifie f(x) = Ax, alors x = f (§) € Im f.

Etinversement, siy € Im f, soitx € E tel que y = f(x). Alors f(y) = f(f(x)) = Af (x) = Ay.

Donc par double inclusion, on a bien‘ Imf={x€E]|f(x)=Ax}. ‘

Soit x € Im f N Ker f. Alors f(x) = O car x € Ker f, mais par la question précédente, on

aaussi f(x) = Ax, si bien que Ax = O, et donc® x = Of. > Car 1 #0.
Ainsi, Im f N Ker f = {Og} et donc Im f et Ker f sont en somme directe.

Puisque par le théoréme du rang on a dimKer f + dimIm f = dim E, on en déduit que

Im f et Ker f sont supplémentaires dans E.
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6.d.

7.b.

7.d.

2

Soit y € Im(f — Aidg), et soit alors x € E tel que y = f(x) — Ax.
Alors f(y) = f(f(x)) = Af (x) = Af (x) — Af (x) = O, si bien que y € Ker f.
Ainsi, on a bien | Im(f - tidg) € Ker f. |

Notons p le projecteur sur Im f paralléelement a Ker f.

Alors pour tout x € Im f, f(x) = Ax = Ap(x).

Et pour tout x € Ker f, f(f(x)) = 0g = Ap(x).

Donc f o f et Ap coincident sur Ker f et sur Im f, donc sur E tout entier.
Ainsi, si h = Aidg est 'homothétie de rapport A, on a bien f = ho p.

Partie III. Endomorphismes vérifiant f o f = —idg.

Soient A, 1 € R tels que Au + pf (u) = O.

Alors en appliquant f il vient Af (u) + pf?(u) = O, soit encore Af (u) — pu = O.
Et donc A(Au + pf (u)) — p(Af (u) — pu) = O, si bien que (A2 + p?)u = Op.

Et puisque u # O, alors A2+ =0.

Mais puisque A2 > 0 et p? > 0, alors nécessairement A = 1 = 0.

Donc‘ (u, f(u)) est libre. ‘

Soit x € Fy, et soient A, p € R, tels que x = Au + pf (u). Alors f(x) = Af (u) — pu € F,.

Et donc

F,, est stable par f. ‘

A présent soit F un sous-espace vectoriel de E, stable par f et contenant u. Alors par stabilité
de F par f, f(u) € F.

Et alors F est un sous-espace vectoriel contenant u et f(u), il contient Vect(u, f(u)).

Et donc F, est bien le plus petit® sous-espace vectoriel de E stable par f et contenant u.

Si a € Fy, est non nul, alors par la question précédente, F,, est stable par f, et il contient a.

Donc il contient F,,.
Mais par la question précédente, F, est de dimension 2 (engendré par la famille libre
(4, f(u))) et le méme raisonnement prouverait que F, est également de dimension 2.

Done [Fu =P

Supposons par 'absurde que G N F, # {0g}, et soit a un vecteur non nul de GN F,.
Puisque G est stable par f et contient g, il contient F,.

Mais par ailleurs, a € F,, et donc par la question précédente, F, = F,.

Puisque u € F, et que F, C G, on a donc u € G, ce qui est absurde.

Ainsi, G et F, sont en somme directe.

Six € G @ Fy, alors il existe xg € G et x, € F, tels que x = x¢ + xy,.

Et alors f(x) = f(xg) + f(x,).

Puisque G est stable, f(xg) € G, et de méme f(x,) € F,.

Donc f(x) € G & F,, qui est donc un sous-espace vectoriel de E stable par f.

Prenons u; un vecteur non nul de E. Alors soit F,, = E, soit il existe u, € E \ F,,. Et alors
par la question précédente, F,, ® F,, est un sous-espace vectoriel de E stable par f.

La encore, soit F,, ® F,, = E, soit il existe un vecteur u3 qui n’est pas dans F,, & F,,.
Mais alors, F,, @ F,, ® F,, est un sous-espace vectoriel de E stable par f.

Notons p = {d‘%EJ et prouvons par récurrence finie sur k € [ 1, p] qu’il existe une suite

(u1,up, ..., ux) de vecteurs non nuls de E tels que F,,, @ F, @ - - - & F,, soit un sous-espace
vectoriel de E stable par f.

Soit k < p — 1 tel qu’il existe uy, ..., ux tels que F,, @ - - - & F,, soit stable par f.

Alors F,, & - - - @ F,, est de dimension 2k < dimE, et donc n’est pas égal 3 E.

Il existe donc ugy1 € E\ (Fy, & - @ Fy,).
Alors par ce qui précede, Fy, @ --- @ Fy, et F,
stable par f.

Donc par le principe de récurrence” il existe ui, . .., u, tels que la somme F,, +--- + Fy,
soit directe et stable par f.

.., sont en somme directe, et leur somme est

Supposons par 'absurde que cette somme ne soit pas égale 4 E tout entier, et soit up4 un

P
vecteur de E qui n’est pas dans @ Fy,.
i=1
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En fait f o f = Af s%écrit

encore

fo(f-2idg) =0 g)-

Et il est alors bien connu
que ceci est équivalent a
Im(f - Aidg) c Ker f.

Si on n’avait pas prouvé la
stabilité de F,, par f, il ne
serait pas question de parler
du plus petit sev tel que.

7 Finie.
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CORRECTION

Alors comme précédemment, la somme Fy, +--- F,, + F,,,, est directe.
Mais alors cette somme est un sous-espace Vectorlef de E dimension 2(p + 1), si bien que
dimE

2p+2 < dimE,etdoncp+1 <

Ceci contredit la définition de p comme étant le plus grand entier k tel que 2k < dimE.
On en déduit donc que E=F,, ®--- @ F,,,eten particulier, une base de E est obtenue par
concaténation de bases des F,,.

C’est notamment le cas si on prend pour base de F,, la famille (u;, f(u;)).
Et donc il existe bien une base de E de la forme annoncée.
Et on en déduit notamment que | dim E est un entier pair.

Commengons par noter que pour h € GL(E), ona g = ho f o h™! si et seulement si

goh="hof.
Nous allons donc chercher 4 construire un tel A.
Par la question 7.d, il existe uj,...,up et v1,...,04 des vecteurs non nuls de E tels que

(u1, f(u1), ..., up, f(up)) et (v1,g(v1), .. .,0q f(vg)) soient des bases de E.
Mais alors dim E = 2p = 2q, si bien que p = q.

Il existe alors une unique application linéaire h : E — E telle que h(u1)) = vy, ..., h(up) =0,
et h(f(u1)) = g(u1),....h(f(up)) = g(up).

Alors pour tout i € [1, p]|, h(f(w:)) = g(v;) = g(h(u;)) et (ho f)(f(w)) = h(-w;) = —v; et
(goh)(f(w)) =g(g(w)) = —u

Autrement dit, les applications h o f et g o h coincident sur la base (u1, f(w1), ..., up, f(up))
de E, et donc sont égales :ho f=goh.

Reste 4 noter que h est bien un isomorphisme.

Mais il envoie la base (uy, f(u1),...,up, f(up)) de E sur une base de E, et une propriété du
cours nous garantit qu’il s’agit alors d'un isomorphisme de E.

Soit E un espace vectoriel de dimension 2p, et soit (u1, ..., Up, Up+1, . . ., Usp) une base de E.
Il existe alors un unique endomorphisme f de E tel que f(e1) = ez, f(e2) = —e1, f(e3) = es,
fles) =—e3...,f(ep-1) = exp et fezp) = —€2p1.

Etalors pour tout i € [1, p], f(f(e2i-1)) = f(ex) = —ezi-1 et f(f(ex)) = f(—e2i-1) = —ex.

Donc f o f et —idg coincident sur une base de E, donc sont égaux :

» Exercice 2 : chemins de Dyck et nombres de Catalan

Partie I. Mots de Dyck, chemins de Dyck et nombres de Catalan

Il existe un unique chemin de Dyck de longueur 2 qui est et donc
Il 'y a deux chemins de Dyck de longueur 4, qui sont - i/\/\ i/\

Enfin, les chemins de Dyck de longueur 6 sont les suivants :

PG A RO PR N

Et donc C3

Premiére méthode : par les chemins de Dyck.

Un chemin de Dyck de longueur 2n+2 qui ne touche I'axe des abscisses qu’en ses extrémités
commence nécessairement par monter®, finit nécessairement par descendre? pour toucher
I'axe des abscisses en (2n + 2,0), et entre les deux reste toujours au dessus de la droite
d’équation y = 1.

Autrement dit, il est obtenu par concaténation d’un chemin montant de longueur 1 ,

d’un chemin de Dyck de longueur 2n, et d’'un chemin descendant de longueur 1 :

Il y a donc autant de tels chemins que de chemins de Dyck de longueur 2n, si bien que le
nombre de tels chemins est C,,.
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Une application linéaire est
uniquement déterminée par
ses valeurs sur une base de E.

8 Comme tous les chemins de
Dyck.

9 Méme remarque.
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2.b.

4 DEVOIR SURVEILLE 7

Ficure 0.1 — Deux chemins de Dyck ne touchant I'axe des absicsses qu’en leurs extrémités.

Par exemple, voici tous les chemins de Dyck de longueur 8 ne rencontrant origine qu’en
leurs extrémités, obtenus 2 partir des 5 chemins de longueur 6.

Un chemin de Dyck de longueur 2n + 2 qui commence par est nécessairement

formé de ce chemin de longueur 2 (qui est 'unique chemin de Dyck de longueur 2) et
d’un chemin de Dyck de longueur 2n.
Autrement dit, le nombre de tels chemins est C,.

Encore une fois, voici la liste de tous les chemins de Dyck de longueur 8, qui commencent

par qui se déduisent des 4 chemins de Dyck de longueur 6 :

A ban b b L

Les chemins de Dyck de longueur 2n + 2 sont de deux types :

»ceux qui ne touchent l'axe des abscisses qu’en leurs extrémités (et nous savons déja
quil y en exactement C,)

»ceux qui rencontrent I’axe des abscisses en un point d’abscisse différente de 0 ou 2n+2.

Il s’agit donc de dénombrer les chemins du second type.
Pour tout k € [1,n], notons CX le nombre de chemins de Dyck de longueur 2n + 2 qui ctoura 1o

. <1 - . . . ne peut se falre qu apres un
effectuent leur premier retour 4 'origine au point d’abscisse 2k. nombre pait décapes, puis-
Pour former un tel chemin, il faut commencer par choisir un chemin de Dyck de longueur quiil faut avoir monté autant
2k qui ne touche I'axe des abscisses qu’en ses extrémités, puis le faire suivre d’un autre de fois qu'on est descendu.
chemin de Dyck, de longueur 2n +2 — k.
Par la question 2.a, il y a Cx_; choix possibles pour le premier chemin, et pour chaque
choix du premier chemin, il y a Cy1—x = Cy— (k1) choix possibles du second chemin.
Et donc Ck Cr_1Cp_ (k=1)-

Le premier retour a l’origine

Par exemple voici tous les chemins de Dyck de longueur 10 qui effectuent leur premier
retour 2 lorigine en le point de coordonnées (6,0).

Puisqu’on a partitionné I'ensemble de tous les chemins de Dyck de longueur 2n + 2 en
sous-ensembles disjoints, on a donc

n-1 n
Cnr1 =Gy +ZC1< 1Cok-1y = Co Cy +chcn k= chcn—k-
k=1 — k=0

=1
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CORRECTION

Notons que notre raisonnement n’est pas forcément valable pour n = 0, puisque le seul
chemin de Dyck de longueur 2 ne touche l'origine qu’en ses extrémités, mais on a tout de

méme C = C0+1 = C1C0 = Z Ckco_k.
k=0
On en déduit notamment que Cy = C3 + C2Cy +C1Ca +C3 = 2C3+2C; = 2C2 +2C =

Partie I. Fonction génératrice des nombres de Catalan
Soit n € N. Commengons par un développement limité 3 'ordre n+ 1 de V1+x :ona

n+l
m=(1—4x)1/2 = Z ( ) (——k 1)(4) +o(x™)

k!
n+11k—1 1 "
= 1+ > 5" i| (- 1) x +o(x™)
=0 T 2
n+1 -1
1 1-2
= 1+ 3 > 1)( l)k =X ko(x™)
=003 2 e
n+l 1 k-1 k
=1+ — || |[a=2D)](- 1)k —xk 4 o(x™).
x—0 2k
k=1 i=1
Mais on a
k-1 k-1
, . . L (k-2 L (2k=2)!
o2 = (1R [ im0y = ekt —ZE= DY gy _(2R=2
E]( i) = (1) H( )= (V) s = Y e
Et donc

n+1 n+1
A _ 2 : -1 (2k-2)! 4k | ntl Z (2k-2)! e+l
1—4Xx;01+k=1 gmk'x +O(X )xﬁo 2k'(k 1)|X +0(x )

On en déduit donc que
1-V1-4x wo(2k-2
—x:02x22( )x +o(x")

fx) = 2x m

n+1 (2k 2)

o 2, —k!(k Dl o(x") Z k' x k4 o(x™)

o L @R e 2K\
x:0k20k+1 k'k'x tol =, §k+l(k)x +ol).

Pour x € 9¢,ona

2
(1‘ 1‘4") 1-2VT—dx+1-d4x 1-VI-4x

2 _
xf )7 = 4x - 4x - 2x

On a donc

S

2 n 2
(x)2 = (Zakx +o(x")) Y (Zakxk) +o(x") +o(x*")

k=0 k=0

I\.)

apap_px* +0(x")

Ll
S

X

S

T

o

)
M= I~

(e)

apap_ex* +o(x™M).

T
[}
~
Il

o
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On a utilisé la formule pour
un produit de polyndémes.

Les termes du produit qui
étaient de degré supérieur ou
égal 2 n + 1 sont tous passés
dans le o(x™).
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6.

DEVOIR SURVEILLE 7

n k
P 2 _ k+1 n+1
Et donc on en déduit que xf(x) = g ; apap_px"t +o(x"™).
Mais par ailleurs, le développement limité d’ordre n+ 1 de xf(x)* = f(x) — 1 est

n+l

f(x) -1 o Z apx® + o(x™1).

k=1

n
Par identification du coefficient de degré n + 1, on obtient donc | ans1 = Z Aplp—i-
k=0

Puisque ap = 1 = Cy, et que les C, et les aj, satisfont la méme relation de récurrence, ils
doivent étre égaux pour tout n.

Prouvons-le rapidement par récurrence forte, initialisée puisque ag = Cy.

Soit n € N tel que pour tout k € [0, n]], ax = Ck. Alors

n

n
Cust1 = Z CkCn-k = Z AkAn-k = An+1-
k=0 k=0

1 (2
Et donc par le principe de récurrence forte, pour tout n € N,|C, = a, = 1 ( n)
n

Notamment, le nombre de scénarios possibles du match de ’AS Champo 38, qui est
précisément le nombre de chemins de Dyck de longueur 14 (les déplacements vers le
haut correspondant aux buts du Real, ceux vers le bas aux buts de Champo), est donc

1(14) 114x13x12x11x10x9x 8
e - — = 11 1 = 2
C7 8(7) 8 2x3x4x5%x6x7 Ix A3

1 (2n)= 1 (2n)!

Partons donc de C,, = et utilisons la formule de Stirling :

n+1\n n+1 nln!’
nl o~ n"e™2rn et (2n)! ~ (2n)*e>"Virn
n—+oo n—+oo
si bien que
1 (2n)*re>"2/7tn 4n

n
n—+00 N

n2ne=2m2mn  n—+eo | pyfn\m

Commentaire : les nombres de Catalan apparaissent dans d’autre problémes de dénombrement et
servent par exemple a dénombrer les arbres binaires enracinés a n sommets ou encore le nombre de
maniéres de parenthéser correctement un mot de n + 1 lettres.

» Exercice 3 : Dimension de ’ensemble des matrices magiques

Partie I. Structure de SMag,,
Le calcul est classique, et pour tout (i, j) € [1,n]?,

n n

[AJ]i; = Z aix et [JA];; = Z g, ;-

k=1 k=1

Autrement dit, tous les coefficients de la i*™¢ ligne de AJ sont égaux, égaux 4 la somme des
coefhicients de la i ligne de A, et tous les coeficients de la jéme colonne de JA sont égaux
3 la somme des coefficients de la jéme colonne de A.

Donc si A est semi-magique, et si on note A € R la somme des coefhicients de n’importe
quelle ligne/colonne de A, alors tous les coefficients de AJ et de JA sont égaux a 4, et donc
AJ = JA=AJ.

Et inversement, si A] = JA = 1], alors la somme de chaque ligne et chaque colonne de A
est égale 2 A, si bien que A est semi-magique.

Ainsi, on a bien prouvé que A € SMag,, si etseulementsi il existe A € Rtel que AJ = JA = A].
Et au passage nous avons prouvé que A = d(A).
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Plutdt que ces calculs, vous
pouvez aussi bien écrire le
produit matriciel avec des
pointillés, et constater que
les coefficients de AJ et de
JA sont bien des sommes de
lignes/colonnes de A.
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CORRECTION

Soit (i, j) € [1,n— 1]

Alors pour k ¢ {i, n}, tous les coefficients de la k*™ ligne de A; ; sont nuls, donc leur somme
est nulle.

Sur la i*m ligne de A; ;, seuls deux coefhicients sont non nuls : un 1 ala jéme colonne et un
—1 ala n®me. Donc la somme des coefhicients de la i ligne est nulle.

Et de méme, la n®™ ligne de A; ; contient un 1 (2 la colonne n), un —1 (2 la colonne j) et
des 0 partout ailleurs, donc sa somme est nulle.

On raisonne de méme pour montrer que la somme de chacune des colonnes de A; ; est

nulle, et donc | A; ; € SMag,,, avec d(A; ;) = 0. ‘

Commencgons par noter que la matrice nulle et la matrice identité sont bien dans SMag,,,
avec d(0,) =0 etd(I,) = 1.

Soient A, B € SMag,, et soit A € R. Alors (AA + B)J = AA] + B] = (Ad(A) +d(B))] et de
méme J(AA + B) = (Ad(A) +d(B))].

Donc AA + B € SMag,, et d(AA + B) = Ad(A) + d(B).

Ainsi, | SMag, est un sous-espace vectoriel de ./, (R) | et d est une application linéaire de

SMag, dans'” R.

Notons en particulier que ceci prouve que Mag,, est un sous-groupe!! de .4, (R) et donc
que A — B € SMag,,.

De méme, on a (AB)J = A(BJ) = A(d(B)J) = d(A)d(B)] et

J(AB) = (JA)B = d(A)JB = d(A)d(B)].

Et donc AB € SMag,,, si bien que ’ SMag,, est un sous-anneau de /,(R). ‘

Et puisque d(AB) = d(A)d(B), alors ‘ d est un morphisme d’anneaux. ‘

Soit A € SMag,, une matrice inversible, d’inverse A=1.

Puisque AJ = d(A)], alors ] = d(A)A™"J. La matrice ] étant non nulle, cela prouve déja
que d(A) # 0, etonaalors A™!] = ﬁ].

De méme, en partant de JA = AJ, il vient, aprés multiplication 4 droite et 4 gauche par
Al AT =gA7

EtA™1) = m, si bien que Al =JA 1 = ﬁ], ce qui prouve que Al e SMag,, et que

1
d(A™) = —.
(A7) a4
Un contre-exemple simple est donné par la matrice J, qui est évidemment semi-magique,
1
-1

avec d(J) = n # 0, mais qui n’est pas inversible, par exemple parce que J| O | =0,;.

0
Il serait bien entendu possible d'utiliser la caractérisation des sous-espaces vectoriels. Mais
comme souvent, il est aussi possible de mettre en évidence le noyau d’une application
linéaire.
Les applications d et tr étant linéaires, il en est de méme de d — tr.

n

De méme, 0 : A Z ak n+1-k est une forme linéaire sur 4, (R), et donc d — o est une

k=1
forme linéaire.
Notons alors que Mag,, = SMag, N Ker(d — tr) N Ker(d — o), qui se trouve donc étre un
sous-espace vectoriel (car intersection de sous-espaces vectoriels) de .#,(R), et donc de
SMag,,.
Ce n’est pas un sous-anneau de SMag,, tout simplement car I, ¢ Mag, :l'une de ses deux
diagonales est de somme n, l'autre est de somme égale soit 2 0 (si n est pair), soit 1 (si n est
impair).

Partie II. Dimensions de SMag, et Mag,
L’application d : SMag,, — R est une forme linéaire sur SMag,,, non nulle puisque d(J) = n.
Donc SMag!, est un hyperplan de Mag,,, ne contenant pas J. Et alors il est bien connu que

ceci implique | SMag,, = SMag)) & Vect()).
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10 Autrement dit, d est une
forme linéaire sur Mag,,.

1 Additif,

Rappelons que pour Pinstant,
un des meilleurs moyens
dont nous disposons pour
prouver qu’une matrice n’est
pas inversible est

AXZOnJ :>X:On’1.

Cela dit, nous avons men-
tionné il y a peu en TD
qu’une matrice est inversible
si et seulement si la famille
de ses colonnes est libre, ce
qui n’est évidemment pas

le cas pour J dont toutes les
colonnes sont égales.

Tout vecteur qui n’est pas
dans un hyperplan engendre
une droite qui est supplé-
mentaire 3 'hyperplan en
question.
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11.

DEVOIR SURVEILLE 7

La premiére égalité se déduit directement de la question précédente.
Et la deuxiéme s’obtient par le méme raisonnement, puisque djmag, : Mag, — R est une
forme linéaire sur Mag,,, qui ne s’annule pas en J.

Et donc Mag,, = Mag® @ Vect(J), si bien que | dim Mag,, = dim Mag® + 1.

I est clair que  est linéaire. Elle est injective, carsi A € SMag?l posséde tous les coefhcients
de ses n — 1 premiéres lignes et premiéres colonnes nuls, alors pour que la somme de la
premiére ligne soit nulle, il faut que a;,, = 0.

Etde méme, az, = -+ = ay_1., = 0, eten raisonnant sur les colonnes, a1 = -+ = ap 1 = 0.
Et alors pour que la somme de la derniére ligne soit nulle, nécessairement a,,, = 0.

Ainsi, nous venons de prouver que Ker §/ = {0,}, si bien que ¢ est injective.

Reste 4 voir qu’elle est surjective. Mais pour tout B = (b; )1<i j<n-1 € Mn—1(R), la matrice

n-1
b1 b cee bia - Z byj
=
n-1
b2 b o ban-1 - Z b> ;
=1
A= :
n-1
bn_1,1 bno1p .. bpoipr - Z bn_1,j
Jj=1
n—1 n-1 n—1 n—1n-1
=X bin =) bin o =Y b by
i1 i1 i1 i=1 =1

est bien dans SMag?, et est évidemment un antécédent de B par .

Donc |/ est un isomorphisme ‘, si bien que | dim SMag)) = dim /(,_1 (R) = (n — 1)*.

dim SMag, = dim SMag’ + 1= (n—1)2 +1 =

La famille (A;;)1<i j<n est libre, puisque si on a des réels A; ; tels que Z AijAij = Op,
1<ij<n-1

alors par identification du coefhicient (i, j), on a directement A; ; = 0.

Et donc

Etant de cardinal (n — 1) = dim SMag?, | c’est une base de SMag".

n
Il est assez facile de constater que o : A — Z [Alg.ns1-k est linéaire, et la linéarité de 0 en

k=1
découle.
1 0 0 -1
0 0
Notons que Ay1 = : c
0 0 0 O
-1 0 ... 0 1
Onatr(Ay1) =2,eto(A11) =-2 donc 0(A11) = (2,-2).
0 0 0
Pour Ay, il faut éventuellement mettre de c6té le casn = 3, pourlequel A2, =0 1 -1
0o -1 1

donc 0(Az2) = (2,1), et sin > 4, alors 6(Az2) = (2,0).

Dans tous les cas, 6(Aj,1) et (Az2) ne sont pas colinéaires, donc forment une famille libre
de R? et donc'? une base de R?.

Donc Im 6 = R2, et donc 0 est surjective.

Par le théoréme du rang, on a dim Smag?, = 2 + dim Ker 6.

Mais Ker 0 = Mag?, si bien que

dimMag’ = dimSMag’ —2=(n-1)>-2=n*-2n-1.
Et donc dim Mag,, = diim Mag), + 1 =
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Aj;j aun coefficient égal 2 1
en position (i, j), alors que
pour (k,£) # (i,j), Axea
un coefficient nul en position

(i, j)-

12 Crese une famille de cardi-
nal 2.

M. VIENNEY



	Partie I. Étude d'un exemple
	Partie II. Étude générale des endomorphismes vérifiant f f = f.
	Partie III. Endomorphismes vérifiant f f = -`3́9`42`"̇613A``45`47`"603AidE
	Introduction
	Partie I. Chemins de Dyck, mots de Dyck et nombres de Catalan
	Partie II. Fonction génératrice des nombres de Catalan
	Partie I. Structure de SMagn

	Partie II. Dimensions de SMagn et Magn
	Correction
	Partie I. Étude d'un exemple
	Partie II. Étude générale des endomorphismes vérifiant f f = f.
	Partie III. Endomorphismes vérifiant f f = -`3́9`42`"̇613A``45`47`"603AidE.
	Partie I. Mots de Dyck, chemins de Dyck et nombres de Catalan
	Partie I. Fonction génératrice des nombres de Catalan
	Partie I. Structure de SMagn
	Partie II. Dimensions de SMagn et Magn



