MP2I 15.12.23

DEVOIR SURVEILLE 4

» Exercice 2 : une équation différentielle non linéaire

On note (E) I'équation différentielle : xy’ — |y| = x°.

La présence de la valeur absolue fait qu’il ne s’agit pas d’une équation différentielle linéaire.

Nous allons dans cet exercice chercher a la résoudre sur R, c’est-a-dire chercher toutes les fonctions y : R — R,
dérivables et telles que pour tout x € R, xy’(x) — |y(x)| = x°.

Dans la suite, on note (E,) ’équation différentielle xy’ +y = x? et (E-) 'équation différentielle xy’ — y = x2.

1. Soit I un intervalle ne contenant pas 0.
a. Résoudre (E,) sur I.

b. Résoudre (E_) sur I.

I. Résolution de (E) sur R
2. Déterminer les solutions strictement positives de (E) sur RY.

3. Montrer qu’il n’existe pas de solution de (E) sur R} a valeurs dans R*.
4. Soit y une solution de (E) sur R}. On suppose que y n’est pas strictement positive, c’est-a-dire qu’il existe
x0 € R} tel que y(x0) < 0.
a. Prouver que y est strictement croissante sur R}.

b. Montrer qu’il existe un unique a € R} tel que y(a) = 0.

-’ o
o — six<a
c. En déduire que pour tout x € R}, y(x) = 3x h

x(x—a) six>a
d. Déterminer la limite de y en 0*.
5. Inversement, soit a > 0 et soit y, la fonction définie sur R} par :
X —a

Vx € R}, yq(x) = 3x
x(x—a) six>a

six < a

Montrer que y, est dérivable en a. En déduire que y, est solution de (E) sur R}.

6. Déterminer I'ensemble des solutions de (E) sur R%.

II. Résolution de (E) sur R.
7. Soit y une solution de (E) sur R.

a. Prouver qu’il existe 1 > 0 tel que pour tout x € R}, y(x) = x(x + A).
b. Montrer que x — y(—x) est solution de (E) sur R.

8. Prouver alors que (E) posséde une unique solution sur R.
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» Exercice 3 : étude d’une suite.

Soit a € N*. On considére la suite réelle (u,)nen définie par :

up=a, VneN, up,1 =uy +u,21.

Partie I. Limite de (uy,).
1. Montrer que la suite (u,)neN st strictement positive et monotone.

2. Montrer que u, —> +oo.

n—+oo

Partie II. Comportement asymptotique de (u)neN-
Dans cette partie, on cherche a préciser la vitesse a laquelle (u,) tend vers +co.

A i . 1
A cet effet, on définit une suite (v,)nen par :Vn €N, v, = > In uy,.

. 1 1
3. Prouver que pour tout entier n € N : 0p41 — 0, = — In(1+—].
on+l Up,

S . . 1 1
En déduire que quels que soient les entiers naturels n et k : 0 < vp4pes1 — Opsk < - In{1+—].
u

4. Montrer que quels que soient les entiers naturels p et n :

1 1
O<Un+p+1—0n<?1n(l+z).

5. Démontrer que la suite (v,),en est majorée, puis qu'elle converge vers une limite notée a.
6. ATaide de I'inégalité de la question 4, montrer que :Vn € N, u, < exp (a2") < u, + 1.
1 ) u
7. En déduire que & > O et que lim ——"—— =
n—+c0 eXp (a2m)

8. On pose, pour n € N, &, = exp (a2") — u,. Montrer que la suite (6,),en est bornée et que :
VneN, 26, - 1= (5n+1 +82 - 5n) exp (—a2") .

9. En déduire que (8,) converge, et calculer sa limite.
10. Prouver qu’a partir d’un certain rang, u, = |exp (2"a)].
Cette relation est-elle vraie pour toutn € N ?

» Exercice 4 : étude d’une équation fonctionnelle.

Soit p € N un entier fixé. Dans toute la suite, pour f € NN et k € N*, on note f¥ = fo fo---of.
—_—
k fois
Le but de I'exercice est de prouver qu’il existe f : N — N telle que pour tout n € N, f2(n) = n+p si et

seulement si p est pair.

1. Dans cette question, on suppose que p est pair. Donner un exemple de fonction f : N — N telle que pour
tout n € N, f2(n) =n+p.

Dans toute la suite de I'exercice, on suppose p # 0, et on suppose qu’il existe f : N — N telle que pour tout
n e N, f2(n) = n+ p, et on considére une telle fonction f.

2. Montrer que f est injective et qu’elle ne posséde pas de point fixe.
3. Soit k € N* et n € N. Donner la valeur de f2*(n).

4. En déduire que pour tout k > 2 et tout n € N, f*(n) > p.

5

. Soit n € [0, p — 1]. On note respectivement g et r le quotient et le reste de la division euclidienne de f(n)
par p, de sorte que f(n) =qp+r,avecqe Netr e [0,p—1].
En utilisant les questions précédentes, prouver que si g # 0, alors f(r) = n.
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6. En déduire que tout élément de [0, p — 1] posséde soit une image par f dans [0, p — 1], soit un antécédent
par f dans [[0,p — 1].

7. On définit une relation binaire notée ~ sur [0, p — 1] de la maniére suivante :
Va,be[[0,p-1],a~b e (a=bou f(a) =bou f(b) = a).

Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur [0,p — 1].
8. Prouver que toute classe d’équivalence de la relation ~ est de cardinal égal a deux.

9. En déduire que p est pair.

» Question subsidiaire
Cette question hors baréme est a n'aborder que si vous avez trés bien réussi tout le reste.
Soient f,g : N — N. On suppose que :

» f estinjective

> g est surjective

» VneN, f(n) < g(n).

Prouver que f et g sont bijectives.
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1.b.

4.b.

CORRECTION

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 4

» Exercice 2 : une équation différentielle non linéaire

Puisque 0 ¢ I, sur I I'équation (E,) est équivalente 3 y’ + L
x

L’équation homogene associée, qui est y’ + Y_0a pour ensemble de solutions
x
A
{x > le” ™) ) e R} = {x - le R}.
x

1
Une solution particuliére de (E) est x gxz, si bien que 'ensemble des solutions de (E.)

est

{x|—>/—1+1x2,AER}.
x 3

Puisque 0 ¢ I, sur I (E_) est équivalente 4 y’ — L
X

L’équation homogene associée, qui est y’ — Y-0a pour ensemble de solutions
X

{x.—>/1e1n<X>, 2 eR} —{x+> Ax, L €R}.

2 1

De plus, x — x7 en est une solution particuliére'.
Donc l'ensemble des solutions de (E_) est {x > Ax +x% 1 € R} = {x > x(x+1), 1 € R}.

I. Résolution de (E) sur R*

Soit y : RY — R une fonction dérivable strictement positive.

Alors pour tout x € R}, [y(x)| = y(x).

Et donc y est solution de (E) si et seulement si elle est solution de (E_).

Donc les solutions strictement positives de (E) sur R} sont les solutions strictement positives
de (E-) sur R}.

Mais si y est une solution de (E_), alors il existe A € R tel que pour tout x € R,

y(x) = x(x + A).

Il agit donc d’une fonction polynomiale de degré 2, qui a pour racines® 0 et —A, négative
entre ses racines et positive a 'extérieur des racines. Donc elle est strictement positive sur
R? si et seulement si A > 0.

Etdonc|I'ensemble des solutions strictement positives de (E) sur R} est {x > x(x + 1), A > 0}.

*

Supposons par I'absurde qu’il existe une solution de (E) sur R}, strictement négatives, et
soit y une telle solution.
Alors pour tout x € R}, |y(x)| = —y(x), et donc y est solution de (E;) sur R}.

A1
Par la question 1.a, il existe A € R tel que pour tout x € R}, y(x) = = + =x2.

Et donc en particulier, lim y(x) = +co. Ceci n’est pas compatible avec le fait que y soit
X—>+00

valeurs dans R*, et donc il n’existe pas de solution de (E) sur R} qui ne prenne que des
valeurs strictement négatives.

Pour tout x € R, on a y’(x) = x> + |y(x)| > x> > 0, et donc y est strictement croissante
sur R}.

Comme expliqué 2 la question 3, y n’est pas  valeurs strictement négatives, donc il existe
x1 € R tel que y(x1) > 0.

Par ailleurs, nous avons supposé qu’il existe xp € R} tel que y(xo) < 0. Par stricte croissance
de y, on a donc xo < x.

Puisque y est dérivable, elle est continue, et donc par le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe & € [x0, x1] tel que y(a) = 0.

Donc y s’annule au moins une fois sur R}. Et étant strictement croissante, y est injective,
et donc un tel a est nécessairement unique.
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Vu Dallure de ’équation,

il n’est pas déraisonnable
de chercher une solution
particuliére sous la forme

x — Ax2, etil est alors
facile de vérifier qu’une telle
fonction est solution si et
seulement si A = %

Si on le remarque, il n’est
donc pas nécessaire de pro-
céder A une variation de la
constante pour trouver une
solution particuliére.

1 Méme remarque que ci-
dessus : il n’est pas dur de
«deviner» cette solution, elle
s'obtient par une variation de
la constante si on ne la voit

pas.

2 Confondues si A = 0

La question 1.a. s’applique
puisque R} est un intervalle
ne contenant pas 0.

Ce résultat est encore difficile
a prouver pour l'instant faute
de bonne définition de la
limite d’une fonction, mais
ne vous surprend pas sur les
suites : une suite qui tend
vers +co n’est pas majorée, et
donc en particulier ne peut
pas étre a valeurs négatives.
Les mémes raisonnements
restent valables pour les
fonctions.
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4.c.

4.d.

7.b.

2

DEVOIR SURVEILLE 4

Par stricte croissance de y, pour tout x < @, y(x) < 0 et pour tout x > a, y(x) > 0.

Et donc y est solution (E_) sur l'intervalle 0, «].

x2

Donc il existe A € R tel que pour tout x €]0, a], y(x) = = + 3
x
2 3

A
Puisque par ailleurs, y(a) = 0, on a donc = + % =0etdonc A= —%.
a

—dd 2 gl
Donc | pour tout x €]0, ], y(x) = 3i+% - 3 ¢
X X

De méme, sur [a, +oo[, y est négative et donc est solution de (E.).
Il existe donc p € R tel que pour tout x > a, y(x) = x(x + ).
Puisque y(a) = 0, a(a + p) =0, et donc p = —a.

Par conséquent, | pour tout x > a, y(x) = x(x — ).

0(3

I = lim 2% - tim - % = _.
Onadone lim y(x) = lim == = limy 37 = ~e0
Soit x € R* \ {a}. Alors :
_ 3_.3 2 2 2

>six<a;y“(x) Yala) _ X' - x*+xa+a 3a? _

xX—a 3x(x —a) 3x x—oa- 3a
bsixs g de®) Yl

X—«a x—a*
Donc lim $a®) Z¥a(@) _ i ¥a0) 7¥al@ _ i que fim Yo “%a(@ _

x—at X—a x—a~ X—«a x—a X—a

Donc |y, est dérivable en « avec y/,(a) = a.

On a alors ay/,(a) — |y ()| = .

Par ailleurs sur ]0, «[, y est négative® et donc elle est solution de (E) si et seulement si elle
est solution de (E,).

Or, y, est bien de la forme obtenue a la question 1.a, donc* pour tout x €]0, «[,

Xy} (%) = ya ()| = x°.

Et sur le méme principe, y, est positive sur Ja, +oo[, donc solution de (E) si et seulement si
elle est solution de (E-), ce qui est le cas puisqu’elle est de la forme obtenue 2 la question
1.b. Et donc pour tout x €]a, +oo[, xy,(x) — |ya(x)]| = x2.

En résumé, y, est dérivable sur R%, et pour tout x € R%, xy/,(x) — |y« (x)| = x2, si bien que

Yy est solution de (E) sur RX.

*

La question 4 prouve que toutes les solutions de (E) sur R} qui ne sont pas strictement
positives sont de la forme y,, pour a € Rj. Et la question 5 prouve que toute fonction de la
forme y,, a € R} sont des solutions de (E) sur R}. Et y, est négative sur ]0, a[.

Donc l'ensemble des solutions de (E) sur R} qui ne sont pas strictement positives est
{Ya, @ € R} }.

Ajoutons a cela le fait qu’il n’y a pas de solution strictement négatives, et que 'on connait
les solutions strictement positives, et on en déduit que 'ensemble des solutions de (E) sur
R} est

{Yar € > 0} U {x — x(x+ 1), L e R }.

II. Résolution de (E) sur R.

En particulier, y est une solution de (E) sur R, et donc ce qui a été dit a la partie [
sapplique : soit y est strictement positive sur R}, soit il existe a € R} telle que pour tout
x € Ry, y(x) = yo(x).

Dans le premier cas, la question 2 nous indique qu’il existe A € R, tel que pour tout x > 0,
y(x) =x(x+A).

Dans le second cas, la question 4.d nous dit que xli_%l+ y(x) = —oco. Mais y étant dérivable,

elle est continue sur R, et notamment en 0, de sorte que lin(}+ y(x) =y(0) € R, ce qui est
X—

absurde.
Et donc ’ il existe bien A > 0 tel que pour tout x > 0, y(x) = x(x + A).

Notons z : x — y(—x). Alors z est dérivable sur R par composition de fonctions dérivables.
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Il est important de se rappeler
que & > 0, et donc —a® < 0.

(x - 0()(3(2 +ax+a2)

Ce calcul sert 2 vérifier que
I’équation (E) est en particu-
lier vérifiée pour x = a.

3Carsix <a,x3<ad.

4 Notons que ceci garantit
notamment la dérivabilité de
Yo sur |0, af.
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CORRECTION

i / —x(x+1)
-6 .'l /// —x(x+2)

L s
sf B

b f
~t0 b !

Figure 0.1 — Quelques solutions de (E) sur R}. En trait plein les solutions strictement

positives, en pointillé les y,.

Et pour tout x € R, z’(x) = —y’(—x). Et donc pour tout x € R,
> 2 Léquation (E) est vérifiée
xz(x) = |2(x)] = —xy’(=x) ~ ly(=x)| = (-0)" = x". pour tout x € R, et donc en
particulier pour —x.

Et donc | z est bien solution de (E) sur R.

Soit y une solution de (E) sur R, et soit z : x = y(—x).
Puisque z est solution de (E) sur R, il existe y > 0 tel que pour tout x > 0, z(x) = x(x + p).

Et donc pour tout x < 0, y(x) = z(—x) = —x(—x + p).
En résumé, il existe A, u > 0 tels que pour tout x € R,

x(x+A) six>0
y(x) = .
x(x—p) six<O0
Ajoutons 2 cela le fait que 0 x y'(0) — |y(0)| = 0%, et donc y(0) = 0.

Par ailleurs, y est dérivable en 0, donc lim L—(y)(o) = lin01 M{y)(o)
* X - x—07 X —

x—0
Mais nous savons calculer ces limites :
. x) —y(0 .
lim M =lmx+1=2
x—0* X x—0*
. . x) —y(0 .
et de méme, lim M =—p. A\ Attention !
x—0~ X N .
Donc A = —p. Puisque A et y sont positifs, nécessairement A = y = 0, si bien que pour tout A ce stade, nous avons juste
xeR, y(x) = 2. dit que (E) posséde au plus
une solution sur R.

Reste 2 vérifier s’il s’agit bien
d’une solution.

Inversement, la fonction y : x > x? étant positive, il est aisé de vérifier quelle satisfait (E)

sur R tout entier, et donc qu’il s’agit de | I'unique solution de (E) sur R.
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4 DEVOIR SURVEILLE 4

» Exercice 3 : étude d’une suite (d’aprés concours Ecricome ECS 2003)

Partie I. Limite de (u,)

Pour tout n € N, u2 > 0, si bien que up41 > up, et donc‘ (u,,) est croissante. ‘

Mais alors en particulier, pour tout n € N, u, > ug > 0, si bien que (u,) est a valeurs Notons que la stricte po-

strictement positives. sitivité de (uy,) permet de
prouver que (uy,) est stricte-

Par le théoréme de la limite monotone, (u,) est soit convergente, soit de limite égale 4 +co. .
ment croissante.

Supposons par I'absurde que (u,) converge vers un réel £. Alors nécessairement ¢ > ug = a,
et donc £ > 0.

Mais par ailleurs, ups1 — £, et u, +u2
n—s+co

2 — ¢+ (2% si bien que par unicité de la limite,
n—s+co

£ =¢+¢% et donc £ = 0, ce qui est absurde puisque £ > 0. Donc u, —> +oo.
n—-+co Une récurrence facile prou-

verait que puisque uy € N,

Partie II. Comportement asymptotique de (uy),. alors };’“r toutn € N,
. e N.
Soit n € N. Alors Un
Et un lemme du cours nous
1 garantit alors que toute suite
Upntl — Op = Z'IT 1n(un+1) - F ln(un) strictement croissante a
] valeurs dans N (c’est-a-dire
_ 2 une extractrice !) tend vers
= S (ln(un +u;) — 2ln(un)) oo,
1 Uy + U2 1 1
=Lttt Ly (0 L)
2n+1 u% 2n+1 Up

En particulier, pour n,k € N, on a

1 1
Unk+1 _Un+k:W1n(1+u k) > 0.
n+

1 1
Mais par croissance de (uy), upk > uy, et donc In (1 + ) <lIn (1 + —) )
Un+k Un

Et donc on en déduit que pour tous k,n € N,
1 1 1 1
0 < Upyksl — Unak S 2n—+kln(1+—) < Eln(1+—)

Soient n, p € N. On a donc

P
Upipel — Up = Z (Ops14k — Unsk) Somme télescopique.
k=0
P
1 1
5 n(e )
k+1
v on+k+ Un
p
1 1 1
< St ln(1+—)25
"7 k=0
1 1\1-%
< —hl|1+— T Somme des termes d’une
on+l Uy 1- % suite géométrique de raison
1
1 1 1 2
< Py 11‘1 (1 + —) 1
on+ u, ) 1 L

1
<—1n(1+i).
2"

Et de méme, v,4ps1 — 0, > O puisqu’il s’agit d’une somme de termes tous strictement
positifs.

Prenons n = 0 dans I'inégalité de la question précédente. Il vient alors : Vk € N,

1
U+l < 0 +In (1 + —)
2]
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9.

10.

CORRECTION

1 1
Puisque par ailleurs vy < vp+1n (1 + —), onabien :Vk € N, v < vp+In (1 + —), si bien
uo Uuo

que | (up) est majorée. ‘

Par ailleurs, (vy,) est croissante d’aprés I'inégalité de la question 3, et donc par le théoréme

de la limite monotone,

elle converge vers un réel a. ‘

Soit n € N fixé. Dans I'inégalité de la question 4 passons a la limite lorsque k tend vers +oo

1 1
0<a—-u, < —ln(1+—).
on Un
On en déduit que

In(u,) <2"a <ln (1 + ui) +1In(u,) = In(u, +1).

n

Et donc par croissance de exponentielle,

up < exp (2"a) <up + 1.

Puisque u, —> +co, lim exp(a2") = +oo, ce qui n’est possible que pour a > 0.

n—+oo n—+oo
exp (a2") 1 .. L
On a alors, pour tout n € N, 1 < Splas) < 1+ —, si bien que par le théoréme
Un Un
exp (a2") . ., X
d’encadrement, eplas) posséde une limite, égale 4 1.
Un

Et donc par passage a l'inverse, | lim -
n—+eo exp (a2")

L’encadrement de la question 6 prouve directement que pour toutn € N, 0 < 8, < 1,
donc (8,) est bornée.

Soit 4 présent n € N. Alors
Sni1 + 02— 8, = exp (a2”+1) = Ups1 + (exp (a2") — un)2 —exp (a2") +up,
= exp (0(2'”1) - ug — uﬁ +exp (a2”+1) —2exp (a2") up + ufl —exp (a2") + ug
=2exp (aZ"”) —2exp (a2") up — exp (a2")
= exp (a2") (2exp (a2") — 2u, — 1)
=exp (a2") (26, - 1).
Apres multiplication par exp (—a2"), on obtient bien I’égalité annoncée.
Puisque (8,) est bornée, il en est de méme de (8,41+82—8n)n, et puisque exp (—a2") — 0,
alors® 26, -1 — 0.

n—+oo

1
Etdonc|8, — -=.
n—4o0 2

Remarque : puisque u, est un entier, ceci signiﬁe que lorsque n est grand, exp (a2") est
proche d’'un demi-entier.

1
on— =| <
2

Puisque 8, —> 0, il existe un entier ny tel que pour tout n > ny, L
n—+o0o 4

Soit ng un tel entier, et soit n > ny.

exp (a2") —u, <

NI —
NN

si bien que u, < exp (a2") < u, + 1.
Puisque uj, est entier®, pour n > ng, up = |_exp (052")J .

Toute fois ce raisonnement ne nous donne une information que pour n suffisamment
grand, et ne saurait suffire a prouver que I’égalité ci-dessus est valable pour tout n € N.
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Le passage 2 la limite est
légitime seulement car il a
déja été prouvé que (v,)
converge, et donc que

lim 04041
k—+0co

existe.

La positivité de a aurait pu
étre prouvée plus tot : cest la
limite d’une suite croissante
et 4 valeurs strictement po-
sitives 3 partir d’un certain
rang ny. Et donc

a > op, > 0.

Ceci signifie que (u,) tend
vers +00 A peu prés A la méme
vitesse que exp (a2"), c’est-a-
dire tres vite.

exp (012”)2 =exp (2a2") =
exp (aZ"“) .

3 Rappelons que le produit
d’une suite bornée par une
suite de limite nulle tend vers
0.

6 Ce qui se prouverait par
une récurrence facile.
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6 DEVOIR SURVEILLE 4

Notons que puisque nous savons déja que u, < exp (a2") < uy, + 1, il faut juste réussir a
écarter le cas ot exp (a2") = u, + 1.
Soit encore réussir, a prouver que §, < 1. Nous allons prouver que c’est toujours le cas.
Soit donc n € N. La relation de la question 8 nous indique que
S5 :1_'_ 5n+1 +5,21_5n
"2 2exp(a2n)
Mais puisque &, € [0,1], 55 -8, <0.
. St +02 =6 1
On en déduit que 8p41 + 82 — 8, < 1 et donc que S B g

2 2
5n+1 + 5,% - 5n

Or exp (a2") > e = 1, si bien que 2 exp (a27) < %, et donc §, < 1.

Ainsi, u, < exp (a2") < u, + 1, et donc | u, = |_exp (a2")J.

» Exercice 4 : existence de solutions 2 une équation fonctionnelle

Puisque p est pair, considérons un entier k € N tel que p = 2k.
Alors P'application f : n + n + k convient puisque pour tout n € N,

f2(n) = f(n+k)=(n+k)+k=n+2k=n+p.

Lapplication 7, : n + n+p est clairement injective, et fof = 1,,, si bien que | f est injective.
Si g o f est injective, alors f

Supposons par I'absurde que f posséde un point fixe ny. est injective.

Alors f(ng) = no, et donc f(no) = no.
Or f%(no) = no + p # no, d’ott une contradiction. Et donc | f ne possede pas de point fixe. ‘

Soit n € N. Nous savons déja que f2(n) =n+p.
Donc f*(n) = f2(f*(n)) = f>(n+p) = n+2p. Puis f°(n) = f2(f*(n)) = (n+2p)+p = n+3p,
etc.
Prouvons par récurrence sur k € N* que f2(n) = n + kp. — A Actention !
Par hypothése, la propriété est vraie au rang 1. L

A , ok On peut écrire
Soit k € N* tel que f**(n) = n+kp. p2) Z 2 p2k
Soit alors n € N. On a donc R 2 g2k 6 £2,

ou

2(k+1) 5. ok 5 Si on travaille 4 n fixé, il
f (n)=f~(f"(n) =f(n+kp)=(n+kp)+p=n+(k+1)p. est important de choisir
la premiére option car
notre hypothese de récur-

Et donc par le principe de récurrence, | pour tout k € N*, f2(n) = n + kp.

4 L
rence ne nous dira rien de
Soitk > 2etn e N. F2R(F2(n)) = 2% (n+p).
» Si k est pair, alors la question précédente prouve que f¥(n) =n+%p > pcar £ > 1. Le probléme n’existe pas si

on prouve par récurrence

» Si k est impair, alors k > 3, si bien que k — 1 est un entier pair plus grand que 2. Et donc
que .

fEm) = 1) = f(m) + 5Shp > p.

Vn e N, f2(n) = n+kp.

Dans tous les cas, on a bien prouvé que | pour tout n € N, fX(n) > p.

Supposons que g > 1. Alors f(n) = pq+r = f24(r), si bien que par injectivité de f,
n=f2"1(r),avec 2¢ - 1 > 1.
Puisque n < p, la question précédente prouve qu’on ne peut pas avoir 2q — 1 > 2, si bien
que 2g— 1 =1, etdonc g =1.

Etalors n = f2971(r) signifie bien que

Soit n € [[0,p — 1]. Avec les notations précédentes, si f(n) ¢ [0, p — 1], alors f(n) > p, si

bien que g > 1. Et donc n = f(r), si bien que r est un antécédent’ de n par f qui se trouve 7 Nécessairement unique par
dans |[0,p — 1]] injectivité de f

Donc f possede soit une image dans [0, p— 1], soit un antécédent dans ce méme ensemble.

En revanche si n posséde un antécédent s dans [0, p — 1], alors f(n) = f2(s) =s+p > p, si
bien que f(n) n’est pas dans [0,p — 1].

Donc n posséde soit une image par f dans [0, p— 1], soit un antécédent par f dans [0, p—1],
et ces deux conditions sont mutuellement exclusives.
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CORRECTION

Soit a € [0,n — 1]. Alors a = a, et donc a ~ a.

Donc ~ est réflexive.

Soient a,b € [0,n — 1] tels que a ~ b.

Sia=b,alorsb=aetdoncb ~a.Si f(a) =b, alors b ~ a. Et si a = f(b), alors b ~ a.
Donc ~ est symétrique.

Soient a,b,c € [0,n— 1] tels que a ~ b et b ~c.

Il est évident que sia = b ousi b =c, alorsa ~ c.

Traitons donc le cas o1 a # b et b # c. Par conséquent, il y a 4 cas possibles :
»sif(a)=bet f(b)=c :alorsc = f?(a) = a+p > p, ce qui n’est tout simplement pas

possible®.

»si f(a) =betb = f(c) :alors par injectivité de f, a = ¢, si bien que a ~ c.

»sia=f(b)eth=f(c) :alorsa= f?(c) > p, donc ce cas n’est pas possible.

»sia=f(b)etc=f(b) :alorsa=c,etdonca ~c.

Ainsi, on a bien prouvé que a ~ betb ~ ¢ = a ~ ¢, et donc ~ est transitive, et donc est

bien ’ une relation d’équivalence sur [0,p — 1]. ‘

Soit n € [[0,p — 1]. Alors par définition de ~, les éléments de sa classe d’équivalence, que
I'on notera cl(n), sont soit n, soit 'image de n par f, soit antécédent de n par f.

D’aprés la question 6, n posséde soit une image par f dans [[0,n — 1], soit un antécédent
par f dans [[0,p — 1].

» Si f(n) € [0,p — 1] :alors nous avons déja dit que f n’a pas d’antécédent dans [0, p— 1],
et donc cl(n) = {n, f(n)}.

Ces deux élément sont bien distincts puisque n n’est pas un point fixe de f, et donc cl(n)
est de cardinal 2.

»Si f(n) ¢ [0,p—1] :alors n= f(r), ot r est le reste de la division euclidienne de f(n)

par p. Et par injectivité de f, r est 'unique antécédent de n par f, si bien que cl(n) = {n,r}.
Mais encore une fois, f ne possédant pas de point fixe, r # f(r) = n, et donc cl(n) est de
cardinal 2.

Donc ‘ toute classe d’équivalence de ~ est de cardinal 2.

Nous savons que les classes d’équivalence de ~ forment une partition de [0, p — 1]
Notons alors A I'ensemble de toutes les classes d’équivalence de ~, qui est un ensemble fini
puisque [0, p — 1] est fini.
Alors [0,p— 1] = U X. Les classes d’équivalence étant deux a deux disjointes,

XeA

p=Card([0,p—1]) = Z Card(X) = Z 2 =2Card(A).

XeA XeA
b done s i

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024

Scarce [0,p - 1].

Les détails de la preuve
montrent que si trois élé-
ments sont en relation, alors
deux au moins sont égaux.
Ceci signifie que les classes
d’équivalence sont de car-
dinal au plus 2 : elles ne
peuvent pas contenir trois
éléments distincts.

M. VIENNEY
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