MP2I 24.11.23

DEVOIR SURVEILLE 3

» Exercice 1 : échauffement

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
1. a. Résoudre ’équation z% — (4 — 2i)z + 11 — 10i = 0 d’inconnue z € C.

b. On se place dans le plan complexe, et on note A et B les points dont les affixes sont les deux solutions
de I’équation précédente.
Déterminer les points C tels que ABC soit un triangle rectangle et isocéle en C.

2. Soit E un ensemble, et soient A, B deux parties de E.
Pour X € % (E), on note f(X) = (ANX) U (B\ X).

a. Soient X,Y € P (E). Justifier que X UY =0 & X =Y = 0.
b. Soit X € % (E). Montrer que f(X) = 0 si et seulementsi B c X C A.
c. Prouver alors qu’il existe X € % (E) tel que f(X) = 0 si et seulement si AN B = 0.

d. On suppose dans cette question que AN B = 0, et soit X € P (E).
Montrer que f(X) = 0 si et seulement si il existe D € & (Z) tel que X =BU D.

» Exercice 2 : calcul de l'intégrale de Poisson

1. Soit g une fonction paire, continue et 2z-périodique sur R. Montrer que

/Ozng(t) dt:2/0”g(t) dt.

2. Pourr e Ret 0 € R, on pose f(0) = r2 —2rcos() + 1.
Montrer que Vr € R\ {-1,1}, V0 € R, £,.(0) > 0.

Dans toute la suite, pour r € R\ {-1,1}, on note I(r) = / In(£-(0)) d6 = / In (r2 —2r cos(0) + 1) do.
0 0

3. Soit r € R\ {~1,1}. A I'aide d’'un changement de variable, prouver que I(~r) = I(r).

4. En remarquant que 2I(r) = I(r) + I(-r), montrer que pour tout r € R\ {-1,1},
2I(r) = / In ((r2)2 — 2r% cos(26) + 1) de.
0

En utilisant la question 1, en déduire que 21(r) =1 (r?).
5. En déduire que :Vn e N, ¥r € R\ {-1,1}, 2"I(r) = I (r*").
6. Soitr €] — 1, 1[. Montrer que 27 In(1 - |r|) < I(r) < 27 ln(1 +|r]).

7. En déduire que pour tout r €] — 1, 1[, I(r) = 0.
8. Prouver que Vr e R\ {-1,1}, 1 (%) =1(r) = 2z In(|r]).

9. En déduire la valeur de I(r) lorsque |r| > 1.
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» Exercice 3 : points fixes de 'exponentielle complexe

Le but de cet exercice est de déterminer les points fixes de exponentielle complexe, c’est-a-dire les z € C tels
que e* = z.

Dans la suite, pour z € C, on notera exp(z) le nombre complexe €.

Partie I. Existence de points fixes de 'exponentielle

1. On note f la fonction définie sur |0, %[ par f(x) = exp (taix) - sir)ix'

, . . sinx tanx
a. Déterminer les limites en 0 de et

x x
b. Justifier qu'il existe b € |0, % tel que f(b) = 0.

b ) .
c. Prouver alors que z = — + ib est un point fixe de 'exponentielle.
an

Partie II. Détermination de ’ensemble des points fixes de 'exponentielle
2. Soit z € C. Exprimer exp (2) en fonction de exp(z).
En déduire qu’il suffit de déterminer les points fixes dont la partie imaginaire est strictement positive.

R — R

Dans la suite, on note ¢ :
> te

-
3. Soit z € C un point fixe de I'exponentielle complexe, et soient x,y € R tels que z = x + iy. On suppose de
plus que y > 0.
a. Donner le module et un argument de exp(z) en fonction de x et y.
b. Justifier qu’il existe k € N tel que y = 2k + Arccos (¢(x)).
c. Prouver alors que e"m — Arccos(¢(x)) = 2k.
4. On note § la fonction définie 1 ot cest possible par 8(t) = ef/1 — ¢()% — Arccos(p(t)).

a. Etudier les variations de ¢, puis montrer que I'ensemble de définition de § est un intervalle de la
forme [a, +oo[, pour un certain € R.

b. Justifier la dérivabilité de & sur Ja, +oo[ et prouver que :

e—t

Vi-o(t)?

Vit €]a, +oo[, 8 (1) = (er +1- 2t).

En déduire le taleau de variations de 6.

c. Montrer que pour tout k € N, 'équation §(t) = 2k, d’'inconnue ¢ € [a,+oo[ posséde une et une
seule solution x.
On note alors, pour tout k € N, yj = 2kr + Arccos ¢(x).

d. Montrer que xi + iy est un point fixe de 'exponentielle complexe.

5. Déterminer I'ensemble de tous les points fixes de 'exponentielle complexe.
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» Probléme : une famille d’intégrales
dt
ch* (1)’

X
Pour tout entier k > 1, et pour x € R,, on note Iy (x) = /
0

Partie I. Premieére étude de I;.
1. Justifier que pour tout k > 1, I est bien définie, qu’elle est dérivable sur R, et déterminer L.

2. Soit x € R;.
a. A laide d'un changement de variable, déterminer I; (x).
b. Calculer L (x).
3. Soit x € R,
ch

a. Soit k € N*. En notant que # = > et a 'aide d’une intégration par parties, montrer que
C C

sh(x) . k
(k+1)ch"(x) k+1

T2 (x) = I (x).

b. En déduire les valeurs de I3 (x) et I;(x).

Partie II. Existence de lim Ii(x).
X—+00

4. Pour k € N¥, justiﬁer que I est monotone sur R;.

5. Soit k € N™.

et

1
a. Montrer que pour tout t > 0, el g

< <
ch(t)

b. En déduire que pour tout x € Ry, Ix(x) < %

Ainsi, lafonction Iic est croissante et majorée, donc par le théoréme de la limite monotone, elle posséde une limite en 400,

que l'on notera Jy.

*oodt dt
On a donc Jp = lim p —
x>t Jo  ch®(t) ch™ (1)

+00
. Vous noterez l’an prochain cect sous laﬁ)rmc _]k = /
0

Partie III. Etude de la suite (Ji)is1
6. Montrer que J; = 7 et que > = 1.

7. Prouver que la suite (Ji)k>1 est décroissante.
. . . k
8. En utilisant la relation de la question 3.a, montrer que pour tout k € N*, Jiy2 = 1 T
+

9. Prouver que la suite (kJiJe+1)k>1 €st constante, et préciser sa valeur.

=1.

10. Montrer que lim
k—+c0 Jraq

11. En déduire que klim JV2k = .
—+400

481
12. Prouver que pour tout k > 1, by = ﬂ@
k

En déduire alors la valeur de Jox,1.

T

13. Montrer que pour tout k € N*, Ji = / " cost tdi (intégrale de Wallis).
0
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1.a.

1.b.

2.b.

2.d.

CORRECTION 1

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 3

» Exercice 1 : échauffement

Le discriminant vaut —32 + 24i = 4(=8 + 6i) = (2(1 + 3i))>. el s caleu]
oai vas détaillé ,
On en déduit que les deux racines du polynome sont|3 + 2i et 1 — 4i. Jriaisa;f,ﬁi tre;)ji,eer o e

Notons que la question ne dit pas laquelle des deux racines est I'affixe de A. Mais le probleme —8+6i=(1+30)2

qui nous intéresse est le méme dans les deux cas, et ne dépend pas de laquelle des deux . . .

racines s’appelle A. Donc dans la suite, nous supposerons que A est le point d’afhxe 1 - 4i, :2 ?gﬂf:;ﬁ?;h;i;ﬁ;ﬁe

et Ble POint d’affixe 3 + 2i. tion des racines carrées sous
forme algébrique.

Soit ¢ un complexe, et soit C le point d’affixe c. Alors ABC est rectangle isocéle en Csi et

seulement si A est image de B par une rotation de centre C et d’angle +5.

Mais I'expression complexe de la rotation de centre C et d’angle 5 estz > i(z—c) +cetla

rotation de centre C et d’angle —% est z > —i(z —¢) +c. B

Donc ABC est rectangle isocéle en C si et seulement si 4
G
1-4i=i(3+2i—-c)+coul—-4i=-i(3-2i—c)+c. X

Mais Cy

3-7i  (3-70)(1+i) 10-4i

1-4i = i(3+2i—c)+c © 3-T7i=c(1-i) & c = 1= TP >

=5-2i.

FiGure 0.1- Sans surprise, les
points Cy et Cp sont
symétriques par rapport au
segment [AB].

Et de méme

1-4i=-i3+2i-c)+co-1-i=c(l+i) o c=-1.

Autrement dit, les points C cherchés sont au nombre de deux :| ce sont les points d’affixe 5 — 2i et —1.

Il est évident que siX =Y =0, alors X U Y = 0.
Inversement, si X UY =0, alors X c X UY =0, et donc X = 0, et de méme Y = 0.

Onadonc f(X) =0 & (ANX =0et B\ X =0). _ o
OrsiANX=0,X=XNE=XN(AUA) = (XNA)U(XNA)=XNACA.

Et inversement, si X NA, XNACANA=0.EtdoncXNA=0 & X C A. _

Et puisque B\ X = B N X, on a pour les mémes raisons B\ X =0 & B C X, ce qui est
équivalent 3 B C X.

Et donc f(X) =0 & (X C A et B C X), soit encore si et seulement si

Supposons qu’il existe X € 2 (E) tel que f(X) = 0, et fixons un tel X. — Méthode
Par la question précédente on aalors B c X ¢ A, si bien qu’en particulier B c A. 1l 'agit de prouver
Etalors (BNA) C ANA=0,sibien que BNA=0. lexistence d’un X tel que

B c X ¢ A. Donc pour cela
il faut exhiber une telle partie.
On a choisi ici X = B, mais
f(X) = f(B) =(ANB)U(B\B)=0U0=0. on aurait tout aussi bien pu
prendre X = A.

Inversement, supposons que AN B = (. Alors si on pose X = B, il vient

VN

Par double implication, il existe donc X € 2 (E) tel que f(X) = 0 si et seulement si
ANB=0.

Dans un premier temps, considérons D une partie de A et posons X = BU D. Alors

ANX=AN(BUD)=(ANB)U(AND)=0U(AND)=0U0=0. DA estvide ca b ¢

Et par ailleurs, puisque B c X, B\ X = 0.

Plus rigoureusement, B\ X = BN X=BNnBND =0.
——
=0
Et donc f(X) = 0.
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2 DEVOIR SURVEILLE 3

Inversement, considérons une partie X de E telle que f(X) = 0.
D’aprés la question 2.b, B C X.
Posons alors D = X N B. On a alors

X=XNE=XN(BUB)=(XNB)UXNB)=BUD.
—_———
=B
Et puisque par ailleurs X A, nécessairement D C X C A, si bien que D € P (Z) Donc

comme annoncé, il existe bien une partie D de A telle que X =BUD.

» Exercice 2 : calcul de I'intégrale de Poisson

2 T 2
Par la relation de Chasles, / g(t)dt = / g(t)dt + / g(t) dt.
0 0 b4
Soitt € [, 2r]. Alors par 2r-périodicité de g, g(t) = g(t—27), puis par parité, g(t) = g(27 — t).

2 2
Et donc/ g(t) dt:/ g(2mr —t) dt.

Procédons alors au changement de variable! x = 27 — ¢, pour lequel on a donc dx = —dt. ! Affine.

Alors . . .
21 —t)dt = — dx = dx.
/ﬂ g(2r 1) dt /”g(x) x /Og<x> .

2w 4 b4 4
Et donc‘/O g(t)dt:/o. g(t)dt+/0 g(x)dx = 2/0' g(t) dt.

Soit 0 € R fixé. Le polyndme X? — 2X cos(6) + 1 a pour discriminant A = 4 cos® 6 — 1.

» Donc soit A < 0 et donc le polyndme de posséde pas de racines réelles, et donc est de

signe constant, positif puisque le coefficient dominant est positif.

Et donc pour tout r € R, r*> — 2r cos(9) + 1 > 0.

» Soit A = 0, auquel cas cos? § = 1, si bien que cos 6 = 1 ou cos 6 = —1.

Dans le premier cas, on a, pour tout r € R\ {1}, r2=2rcos(0)+1=r’>=2r+1=(r-1)> > 0. Ceci permet de justifier que
Et dans le second cas, pour tout r € R\ {-1}, r2=2rcos(8) +1=r>+2r+1=(r+1)>>0. la fonction 6 — In(£(0))

est bien définie, et méme

Dans tous les cas, on a bien prouvé que | pour tout r € R\ {—1,1}, r* = 2rcos(6) + 1 > 0. continue sur [0, z], ce qui
nous autorise a COnSlderer

son intégrale I(r).

Soit r ¢ {-1,1}. Alors

T T o ici utilisé le fai
I(-r) :/ In((=r)? +2r cos(9) + 1) do :/ In(r?) = 2r cos(r — 0) + 1) do. pa e et que
0 0 cos(r — 0) = —cos(0).

Procédons alors au changement de variable x = 7 — 6, pour lequel dx = —d®@. Il vient alors

I(-r) = —‘/ﬂoln (r2 — 2rcos(x) + 1) dx = ‘/Oﬂln (r2 —2rcos(x) + 1) dx = I(r).

Soit r ¢ {-1,1}. Comme indiqué, par la question précédente, 2I(r) = I(r) + I(-r).
Et donc

r+ 1)2 —4r° cosZ(G)) do Identité remarquable.

r2)2 —2r? (2 cos’(6) — 1) + 1) do

(
(
- /” In (#4217 +1 = 4% cos?(6) ) B
0

2
r2) —2r% cos(26) + 1) do

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024 M. VIENNEY



9.

CORRECTION

2
= % /0 In ((r2)2 —2r% cos(x) + 1) dx

Mais alors la question 1 s’applique a la fonction x + In(f2(x)), qui est bien paire et
2m-périodique, si bien que

2

Et donc | 2I(r) = I (r?).

Fixons r € R\ {—1, 1} et procédons par récurrence sur n € N.
Il est évident que 2°I(r) =1 (rzo) =I(r).
Soit n € N tel que 2"I(r) = I (r*"). Alors

i =220 =21 (%) = 1 (7)) =12 =1 ()

Donc par le principe de récurrence, | pour tout n € N, 2"I(r) = I (r*").

Supposons dans un premier temps que r € [0, 1[. Alors pour tout 6 € [0, 7], on a

PP =2r+1<r’=2rcos@+1<r’+2r+1

soit encore
(1-r?<r’=2rcosf+1< (1+r)?

si bien que 2In(1 -r) < In (r2 —2rcosf+1) < 2In(1+r).
Par croissance de I'intégrale, on en déduit que

/ 2In(1-r)do < I(r) < / 2In(1+7r) d0 soit encore 2 In(1-r) < I(r) < 2z ln(1+7).
0 0
Et pour r €] = 1,0], on a I(r) = I(|r|), si bien que 2z In(1 — |r]) < I(r) < 2xIn (1 +]r|).

Encore une fois, puisque I(—r) = I(r), nous pouvons nous contenter de prouver le résultat
annoncé pour r € [0, 1[.

Mais alors, pour toutn € N, r¥" € [0, 1], si bien que2rln (1 - r2") <1 (rzn) <2rxln(1+ rzn) }

Puisque r € [0,1[, lim r" =0, etdonc lim r*" =0. .
n—+o0o

n—+oo

Et alors par continuité du logarithme en 1, lim In (1 - r2") = lim In (1 + rzn) =0, si

n—+co n—+co

bien que par le théoréme des gendarmes, lim I (rzn) =0.
n—s+co

I(r*"
Puisque de plus I(r) = (2rn ) LI(r) ol 0. Et donc
Soit r € R\ {~1, 1}. Alors
1(1) =/ ln(l2 - %cose+l) d@z/ ln(l2 (1 —2rcos@+r2)) do
r 0 r r 0 r
=/ [—2ln(|r|)+ln(r2—2rcose+1)] do
0

=|=2zIn(Ir]) +1(r). |

Soit r €] — o0, =1[U] 1, +oo[. Alors

1
—| < 1, si bien que par la question 7, I (%) =0.
.

1
Et donc par la question précédente, I(r) = I( ) +2xln|r| =|27ln|r|.

r
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On a réalisé le changement
de variable x = 20, de sorte
que df = %.

1/0% In ((’2)2 - 2r% cos(x) + 1) dx = /Onln ((’2) - 2r% cos(x) + 1) dx = %2/0”1n ((72)2 = 2r® cos(0) +1| df =I(r?).

L’argument n’est pas encore
totalement clair pour I'ins-
tant, mais I'idée est que si
une suite (u,) tend vers ¢,
alors toute suite obtenue en
ne gardant que certains des
termes de (u,) (nous nom-
merons bientdt ceci une suite
extraite de (uy,)) doit encore
converger vers £.
Ici on pourrait simplement
noter que puisque n < 27,
alors

0<r? <
et appliquer le théoréme des
gendarmes.

2 Danger !

S’il est vrai que pour r > 0,
In(r?) = 2In(r), on prendra
soin 3 mettre une valeur
absolue dans le cas ot 7 < 0.
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1.b.

3.b.

DEVOIR SURVEILLE 3

» Exercice 3 : points fixes de I’exponentielle complexe

Partie I. Existence de points fixes.
L’idée est de faire apparaitre un taux d’accroissement :

lim 2% — im sinx —sin0 _ sin’(0) = cos(0) =

x—0 X x—0 x—=0
n’(0) =

Grice aux limites calculées precedemment, on obtient lin& fx)=e'=1>0.
X—>

De méme, puisque tan(0) =0, on a 11m manx
x

x
Par ailleurs, pulsque 11m tan(x) = +oo, alors lim =0
x—>7' tanx

On en déduit facﬂement que lim f(x)=1- E < 0.
x—%

Puisque par ailleurs f est continue sur ]O, z [, etquel -% <0< el — 1, par le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe b € ]O, %[ tel que f(b) =0

Notons qu’on a alors exp ( ) = L et donc

tan b

exp(z) = exp ( b ) (cosb+isinb) = — (cos(b) +isin(b)) = %b +b=z

Et donc ’ z est bien un point fixe de 'exponentielle.

Partie II. Détermination de ’ensemble des points fixes.

Soit z = a + ib, avec a,b € R. Alors €% = e%?, et

7ib — ¢Apib = gapib = gapib = exp(z).

exp(z) = exp(a — ib) = ee

Donc en particulier, si z est un point fixe de Pexponentielle avec Im(z) < 0, alors

z = exp(z) = exp (), si bien que z est un point fixe de l'exponentielle de partie imaginaire
positive ou nulle.

Et inversement, si z est un point fixe de 'exponentielle de partie imaginaire positive, alors
son conjugué est un point fixe de Pexponentielle complexe de partie imaginaire négative.
Donc il suffit bien de déterminer I'ensemble des points fixe de partie imaginaire positive
ou nulle.

Par ailleurs, il n’existe pas de point fixe de 'exponentielle de partie imaginaire nulle puisque
six € R, alors e > 1+ x > x, et donc x n’est pas un point fixe de lexponentielle.

Donc il suffit bien de déterminer I'ensemble des points fixes de partie imaginaire strictement
positive.

Rappelons que puisque e* = e*e'¥ avec e* > 0, y est un argument de e, et e* est son
module.

Puisque y > 0, arg(z) = arg(x + iy) € [0, x].

Drautre part, nous savons que e est le module de exp(z), et donc de z, si bien que

z = €* (cosarg(z) + isinarg(z)), et donc par identification des parties réelles, x = e* cos(arg(z)),

et donc cos(arg(z)) = xe™ = p(x).

Puisque arg(z) € [0, n], arg(z) = Arccos(¢p(x)).
Et deux arguments étant congrus modulo 27, on a bien y = Arccos(¢(x)) [27], si bien
quil existe k € Z tel que y = 2k + Arccos(¢(x)).

Enfin, puisque Arccos(¢(x)) € [0, 7] et y > 0, nécessairement k > 0, et donc k € N.

On a donc y = Im(z) = |z|sin(arg(z)) = e* sin(Arccos(¢(x)).

Mais il est classique? pour tout u € [~1, 1], cos?(Arccos u) + sin®(Arccosu) = 1, si bien
que sin?(Arccosu) = 1 — u?.

Puisque de plus, Arccosu € [0, z], sin(Arccosu) > 0 et donc sin(Arccosu) = V1 — u?.

En particulier, y = e¥+/1 — ¢(x)?, et donc
e“y/1 — ¢(x)2 — Arccos(¢(x)).
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2km =y — Arccos(p(x)) =

MP2I

Ce n’est en fait pas tout 2 fait
le TVI que nous utilisons ici
puisque ni f(0) ni f (%) ne
sont définis.

Il s’agit d’'une généralisation
plutdt intuitive du TVI que
nous prouverons plus tard
dans ’année, mais si vous
souhaitez vous en tenir 2
I’énoncé du cours, il suffit de
prolonger f par continuité
en O eten % pour obtenir
une fonction continue sur
[O, %], A laquelle le TVI
s'applique bien.

Le conjugué de e est e710.

2 Mais malgré tout par expli-
citement au programme, et
il vous faudra le reprouver
systématiquement.

£ Danger !
Attention au signe, sans cette
précision on ne peut pas
exclure que

sin(Arccosu) = —V1 — u2.
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4.b.

4.d.

CORRECTION

La fonction ¢ est dérivable sur R car produit de fonctions dérivables, et pour tout t € R,

¢'(1) = (1-t)e™.
Donc le tableau de variations de ¢ est le suivant :

X —00 04 1 +00
¢’ (x) + 0 -
A e—l
(p(x) / 1 — \
—00 0

Pour que /1 — ¢(t)? soit bien défini, il faut que 1-¢(t)? > 0, soit encore que ¢(t) € [-1,1].
Et pour que Arccos(¢(t)) soit défini, il faut également que ¢(t) € [-1,1].

Mais par stricte croissance et continuité> de @ sur | —o0,0], il existe un unique a € R* tel
que ¢(a) = —1.

Et alors pour tout t < a, ¢(t) < =1, et pour t > a, p(t) > —1, et ¢(t) < e”! < 1, si bien
que ¢(t) € [-1,1].

Donc ‘ S est définie sur [a, +o0]. ‘

Le tableau de variations de ¢ précédemment dressé prouve que sur Ja, +oo[, ¢ est a valeurs
dans ] -1,1[. Orsur | -1, 1[, t — V1 — ¢ et Arccos sont dérivables, donc par composition,

t > y1-¢(t)> et t — Arccos(p(t)) sont dérivables sur Ja,+co[. Donc par somme et
produit de fonctions dérivables, § est dérivable sur ]a, +oo[. Et alors pour t > a,

o L2000 01 el(1-p(0?) - oD’ () + ¢/ (1)
§(1) = el \[1 = p(1)? - _
R N e R ETOE N=rine

el (1—t2e2) —elte™'(1—t)e "+ (1 —t)e™! el - 2et —tet +t2et + et —te!

V1= ¢(1)2 V1-o(t)?
e’ (e? +1-2t)

V1-o(t)?

Soit k € N*. On a §(0) = 1 — Arccos(0) = 0, et donc par croissance, § est négative sur
[, 0], et donc n’y prend pas la valeur 2kr.

Par ailleurs, lorsque x — +o0, p(x) —> 0, et donc e¥4/1 — p(x)> —> +oo.
X—>+00

xX—>+00
Et puisque V¢t € [a, +oo[, 6(t) > e'/1 — ¢(t)> =z, 0ona tlirP 5(t) = +oo0.

Donc par le théoréme de la bijection, § réalise une bijection de R, sur R,, et donc en

particulier | il existe un unique x; € R, tel que §(xx) = 2k. ‘

Soit k € N. Alors

exp(xg + iyk) = e (cos(yk) + isin(yk))
= e** (cos(Arccos(p(xx))) + isin(Arccos(p(xx))))

= ¢k ((P(Xk) +iy1 - <P(xk)2) = e xpe T +ie™ 1 - p(xx)?

= xx + i(2km + Arccos(¢(x)) = xx + iyx-

Donc | xi + iyx est bien un point fixe de exponentielle. ‘

I s’agit donc de faire la synthése de tout ce qui a été dit jusqu’a présent :siz = x +iy est
un point fixe de 'exponentielle, avec une partie imaginaire positive, alors par la question
3.c, il existe k € N tel que §(x) = 2kr. Et donc il existe k € N tel que §(x) = x¢.
Et alors par la question 3.b, y = 2k + Arccos(¢(xk)) = yk. Si bien que z = xi + iy.
Et la question 4 prouve qu’inversement, tous les xj + iy, pour k € N, sont des points fixes*
de Pexponentielle.
On en déduit que les points fixes de 'exponentielle de partie imaginaire positive sont
exactement les xx + iyx, k € N.
Et donc en utilisant la question 2, I'ensemble des points fixes de I'exponentielle complexe
est

{xx +iyr, k € N} U {xx — iyx, k € N}.
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Ficure 0.2— La fonction ¢.

3 Pour appliquer le TVI.

4 Nécessairement de partie
imaginaire positive puisque
k>0et

Arccos(¢(x)) € [0, 7].

Cette union est disjointe
puisque les yy sont non nuls.
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3.b.

6 DEVOIR SURVEILLE 3

» Probléme : une famille d’intégrales

Partie I. Premiére étude de Ik
Soit k > 1. La fonction x T est continue sur R, puisque ch ne s’y annule pas, et donc

non seulement I y est bien deﬁnle mais en plus le théoréme fondamental de l’analyse

nous garantit qu’il s’agit d’'une® primitive de h"’ donc Iy est dérivable, avec I; = > Et méme de la seule qui
C

. x4 x ot Chk s’annule en 0.
e
OnaIl(x)=/ —=2/ —=2/ edt
0 cht o e +et 0 et +1
Procédons alors au changement de variable u = e’, de sorte que du = e’ dt. Alors
" du o . o T
L(x)=2 ——— = [2Arctan(u)]] =2 Arctan(e®)-2 Arctan(1) = |2 Arctan(e”) — 5. Un autre changement de va-
1 u=+1 2 riable possible était u = shr.

Nous savons qu’une primitive de — est th, si bien que
]’12
C

b = [ = tehely =[x

C

Comme indiqué, procédons a une intégration par parties dans I'intégrale ‘/o ch(t) —— X dt

en posant u(t) =shteto(t) = ﬁ, de sorte que u et v sont de classe 61, avec u’(t) = cht
C

eto’(t) = —(k+1) }f,}jfz 1 vient donc

sh(t) | x
I, =|— k+1
() Lhk“(t) e+ )/
Sh(x) ch?t - 1 Puisque ch” - sh® = 1 alors
= k+1
Chk+1( ) . : / hk+2 sh? =ch®-1.
sh(x)
= +(k+1
Chk+1( ) ( ) /
- —Sf(lx) + (k+ D) = (k+ Do (x).
ch™ (x)
On en déduit que (k + 1) o (x) = Sh(lx() : + kI (x) et donc que
x
B sh(x)
T2 (x) = ke D) b () * +1 I (x).
On en déduit que I3(x) = I112(x) = _sh@x) + 111 (x) = _sh(x) + Arctan(e¥) — Z.

2ch®(x) 2 2ch?(x)

Et de méme,

hx 2 1 2} thx 1
L(x) = bya(x) = Csh—;zx)+3 th(x) = th(x) (Chz(x) + 3) - Tx (1 — th?(x) +2) =|th(x) - th? ().

Partie II. Existence de lim I (x).
X—+00

Nous avons déja dit que I est dérivable de dérivée #, qui est positive. Donc I est
C

croissante sur R;.

Soit ¢ > 0. On a alors Le passage  l'inverse est
1 1 légitime puisque toutes les
el<— <2 "o e <cht<e oe <el+ef <26 quantités en jeu sont stric-
cht 2 tement positives, et que la

R T .. . . . fonction inverse est stricte-
La premiére inégalité est triviale, la seconde vient du fait que par croissance de 'exponen- I .
ment décroissante sur Rj.

tielle, e™? < €.

. VSN - 1 -
Et donc puisque nous avons procédé par équivalences, | e™" < — < 2e7".

cht
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5.b.

10.

11.

12.

CORRECTION

On en déduit que pour tout ¢ € Ry, < 2keke,
h* ¢

Et donc par croissance de I'intégrale,

X dt X
L(x) = <2k [ ektgr <2k
k
0o ch*t 0

Et donc on a bien prouvé que pour tout x € Ry, Ix(x) < e

e—kt}x 2k 2ke—kx 2k
<
0

Partie I1I. Etude de la suite (Ji)s1

On a donc, d’aprés la question 2.a, J; = liIP (2 Arctan(e®) — g) =2

Et de méme, ), = xl_i}Pw L(x) = xl_igloo th(x) =

T T |7
2 2 |2

1

Soit k € N*. Alors pour tout ¢ € Ry, puisque ch(¢) > 1,on a % < 1etdonc —— < L.
cht ch™ ¢

ch™ ¢

Et donc pour tout x € Ry, par croissance de l'intégrale,

* oo dt * o dt
] (x)=/ —</ = I (x).
o 0 ch®'t 0 chft g

Par passage 2 la limite® lorsque x — +oo, il vient donc Jis1 < J, si bien que (Ji)is1 est
décroissante.

Soit kK € N*. On a alors

shx = th(x) — 0. Et donc
chk+1(x) chk(x) X—eo

A\ Attention !

Pour x € [0,1], la suite
(x™),, est décroissante, alors
quelle est croissante pour
x> 1.

Jes2 = lim Ip2(x) = lim

+00 X—>+00

1 th(x) k
k+1 x>+ k+1

k+1chk+1(x) +k+1

Ik(x)) = * im e =| 2

Soit k € N*. Alors en utilisant la question précédente, on a

k
(k+ D) Jirt T2 = (K + 1) Jren k+_1]k = kJiJi+1-

Et donc la suite (kJiJk+1)k>1 est constante, nécessairement égale 4 son premier terme qui
vaut

k=2
k=7
.. . Jer2  Jent
Par décroissance de (J), on a, pour tout k € N*, Jiso < Jer1 < Ji, et donc < g < 1.
k k
k
Or nous venons de prouver que ]22 = PR si bien que 1l < ]ﬁl <
k+1 1
En passant a I'inverse, il vient 1 < Ji < —=1+-.
]k+1 k k
Par le théoréme des gendarmes, on en déduit que | lim Ji =1.
k—+00 ]k+1

Nous allons en fait prouver que klim ],ka = r, il suffira ensuite de passer a la racine” pour
—+00

en déduire le résultat annoncé.

Mais pour k € N*, on a 2k],3 = 2k]k]k+1]—k = 2(k]k]k+1)]—k =7 Ji
Jit1 Jrrt Jir1 koo
Et donc on a bien lim 2k],f = 7, si bien que klim JeV2k = +/r.
—+00 —+00

Puisque le résultat est donné, procédons par récurrence sur k € N*.
4 1 41
=-——=1=).

Pourk=1, ——=—
2k (G 2(6)

. . 4% 1
Soit k € N* tel que]k—z—kW.Alors
k
] _]_2k£1_4k(kl)2
20l) =2k = 5p 1 2k (Zk) T 2k +1 (2k)!
k
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® Ce qui est légitimie puisque
nous savons que ces deux
limites existent.

7 Car la fonction racine
carrée est continue en 7.

M. VIENNEY




13.

8 DEVOIR SURVEILLE 3

4 ((k+1DNH2 2k+2 4 ((k+ D2 4k 1

T 2%k+1 2k+2)l (k+1)2 20+ 1) (2k+2)l  2(k+1) (k2

Donc par le principe de récurrence, | pour tout k € N*, Jo; =

Zk (ok)
On en déduit alors que puisque 2k Lo Jox+1 = %,
] 1w (2k\2k | & (2k
TRV FUR ERE U S

Es

2
Notons que le résultat annoncé est évident pour k = 1, puisque J; = £ = / 1dt.

Soit donc k > 2 et x € R}. Dans I'intégrale I (x), procédons au changement de variable
1 sh(t) dt

ch(z)’ ch?(2)

Rappelons que pour ¢ > 0, on a

u= de sorte que du = —

sh(t) = \/shz(t) = \/chz(t) -1=

Et donc

5 h() 1 k-1
Ik(x):,/o ch’}‘ztﬁcshz(tt) / \/fduzfi “1 / m

ch(x) ch(x) U F — ch(x)

Puisque ch;(x) € [0, 1[, posons, pour u € [0, 1], 6 = Arccos(u), de sorte que u = cos(6). On
a alors du = —sin(6)d6.

Mais 6 € [0, 7], si bien que sin(8) > 0, et donc sin(f) = 4/sin?(0) = y/1 — cos?(6). Donc

Arccos ﬁ k=1(9 Arccos| =
Ik(x):/ ('“”)L()sin(e)dezf (wis) cosk=1(8) do.
0 0

sin(6)
Arccos(ch(%))
Par conséquent, Jy = 11m I(x) = lim osk71(6) do.
x—+o0
Puisque lim =0, par continuité® de Arccos en 0, 8 Car Arccos est dérivable sur
x—+oo ch(x) 1L 1].

. 1
lim Arccos (ch_(x)) = Arccos(0) = =

X—>+00

On aimerait bien sir pouvoir

Reste & comprendre quel effet a le passage a la limite «dans la borne de l'intégrale». remplacer la borne par sa
t limite, mais ceci mérite peut-
La fonction F : t / cos*™1 0 df est une primitive de cos~!. Donc en particulier elle étre quelques justifications.
0

est dérivable, et donc continue en %, si bien que

t Ey
lim cos*10do=F (E) = / ’ cos*1 0 do.
0 2 0

=7

5k
Et donc ]k=/ cos“ ' do.
0

Commentaires : ceux d’entre vous qui ontfait le DM sur les intégmles de Wallis auront peut-étre
reconnu que toutes les formules prouvées dans cette partie sur les intégrales Ji sont semblables a des
formules concernant les intégrales de Wallis, ce qui est [égitimé par cette derniére question.

En raison de leur lien avec les intégrales de Wallis, les intégrales Ji. sont appelées intégrales de

Futuna®. 9 Bt ceux d’entre vous qui
connaissent un peu de géo-
graphie auront compris la
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