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DEVOIR SURVEILLE §

» Exercicel : analyse asymptotique

Les questions 1,2 et 3 de cet exercice sont ina’épendantes.

4 . P _ tanZ - m b3
1. Déterminer un équivalent de u,, = ™" —sin £ — y/cos Z.

2. Soit f :

R — R

X +— x3sin(

X

1)1n (1 N 2) . Montrer que la courbe représentative 65 de f posseéde une

asymptote A au voisinage de +co. Donner une équation de A et la position relative de 65 et A.

3. Etude d’une fonction.

Soit f la fonction définie sur R* par : Vx € R*, f(x) =

X

sh(x)’

a. Justifier que f est prolongeable par continuité en une fonction f continue sur R.

b. Justifier que f est €* sur R*.

c. Déterminer le développement limité a I'ordre 5 de f en 0.

d. Montrer que f est de classe €' sur R et préciser la valeur de f7(0).

e. En admettant que pour tout x € R, ch(x) > x, justifier que

Vt € Ry, 0 < tch(t) —sh(t) < %shz(t).

En déduire que f est lipschitzienne.

» Exercice 2 : commutant d’une matrice 2 X 2.

Tous les espaces vectoriels considérés dans cet exercice sont des C-espaces vectoriels.

Pour A € M>(C), on note 6 (A) = {M € M»(C) | AM = MA} 'ensemble des matrices qui commutent avec A.
On note également C[A] = Vect(AF, k € N).

On rappelle que A% — tr(A)A + det(A)L = 0,.
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. Soit A € AM>(C). Montrer ‘6 (A) est un sous-espace vectoriel de #>(C), et que 1 < dim6(A) < 4.

a.

a. Donner une matrice B € #>(C), non nulle, et qui commute avec toutes les matrices de 4> (C).
. Montrer que {M € AM>(C) | VN € M>(C), MN = NM} = Vect(B).

. Soit A € AM>(C). Donner une condition nécessaire et sufhisante pour que dim € (A4) = 4.

Montrer que C[A] est un sous-espace vectoriel de € (A).

. Soit A € /M>(C) une matrice n’appartenant pas a Vect(L). Montrer que C[A] est de dimension 2 et

en donner une base.

. Soit A € M»(C). On souhaite prouver que dim 6 (A) # 3.
‘Raisonnons par I'absurde en supposant que dim 6 (A) = 3.

Montrer que 6 (A) N Vect(Ey1, E12) # {02} et que € (A) N Vect(Eq 1, Ez1) # {02}

b. En déduire que A est diagonale, puis aboutir 2 une contradiction.

. Pour A € J>(C), déterminer la dimension de 6 (A). On pourra distinguer plusieurs cas.

. Soient A, B € Jl>(C). Montrer que AB = BA si et seulement si (A € C[B] ou B € C[A]).

Lycie CHAMPOLLION 2024-2025



» Probléme : nombres de Bernoulli et formule de Faulhaber
n
Dans tout le probléeme, pour p € N* et n € N, on note S,(n) = Z kP =17 420 +... 4+ nP,
k=1
Nous avons déja rencontré les formules

n(n+1)
2

nn+1)(2n+1)
6

n*(n+1)>?

et S3(n) = S1(n)* = )

Si(n) = » Sa(n) =

Le but de ce probléme est de prouver la formule de FauLnaBeR, qui donne une expression générale de S, (n) a
Iaide d’une suite de rationnels introduite dans la partie II1, la suite des nombres de BErnouLLI

Les parties I et 1I sont indépendantes. La partie 111 nécessite les résultats de la partie I1.
On nhésitera pas a admettre le résultat d’une question pour le réutiliser dans une question ultérieure.

Partie I. Dérivation discréte des polynémes
Pour n € N, on note R, [X] 'ensemble des polynomes 4 coefhicients réels, de degré au plus n.
Pour P € R[X], on note A(P) = P(X + 1) — P(X), ot P(X + 1) désigne la composée P o (X +1).

1. Montrer que A est un endomorphisme de R[X].

2. Prouver que pour tout n € N, R,[X] est stable par A.
On note alors A, I'endomorphisme de R, [X] induit par A.

3. Pour k € N, calculer A(X*) et préciser son degré. En déduire le degré de A(P) en fonction de celui de P.
On pourra distinguer le cas oi P est constant de celui o deg P > 1.

4. Déterminer Ker A,. Lendomorphisme A, est-il injectif ? Surjectif ?
5. En déduire le rang de A, puis prouver que Im A, = R,,_1[X].

6. Prouver que pour tout entier n, A, est nilpotent et déterminer son indice de nilpotence. L’endomorphisme
A est-il également nilpotent ?

7. On note H = {P € R[X] | P(0) = 0}, et pour tout n € N, on note H, = H N R, [X].
a. Déterminer sans calcul la dimension de H,, pour n € N.
b. Prouver que pour tout n € N*, Ay, réalise une bijection de H, sur R,,_1 [X].

c. En déduire que Ay est un isomorphisme de H sur R[X].
On note alors V : R[X] — H la bijection réciproque de Ag.

8. Existence et unicité des polynomes de Faulhaber. Soit p € N* fixé.
a. Montrer qu’il existe au plus un polyndéme P € R[X] tel que Vn € N, P(n) = S,(n).
b. On note F, = V((X + 1)?). Montrer que deg(F,) = p + 1 et que pour tout n € N, F,(n) = S,(n).

c. Sans le moindre calcul, donner les polyndmes Fy, F, et Fs.
Partie II. Nombres de Bernoulli
Dans la suite, on note

R — R R — R

X

six#0 etg: six#0

e
1 six=0 1 six=0

=1
de sorte que f = 5

9. Justifier que pour tout n € N, g posséde un développement limité d’ordre n en 0, et donner ce développe-
ment limité.

10. Déterminer le développement limité d’ordre 4 de f en 0.
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11. 2. Montrer que g est continue sur R, et qu’elle est de classe €= sur R*.

1

b. Soit ¢ la fonction inverse, définie sur R* par ¢ : x — 1.

(-1)kk!
xk+1

Montrer que pour tout k € N et tout x € R*, o (x) =

c. En utdilisant la question précédente, prouver que pour tout n € N, et tout x # 0,

(n)(x) 1) n! (Z (- 1)k —x).

d. Prouver que g et f sont de classe 6 sur R.

Dans la suite, pour tout n € N on appelle n*™ nombre de BernouLLl, et on note B, = £ (0).

12. Pour n € N*, exprimer le DL,(0) de f 4 I'aide des nombres de Bernoulli.
En utilisant la question 10 en déduire les valeurs de By, pour k € [0,3], et vérifier que By = —5-.

13. Montrer que 0 : x — f(x) + % est une fonction paire.
En déduire que pour tout k > 1, Bogy = 0.
14.  a. En notant que pour tout x € R, f(x) (¢¥ — 1) = x, montrer que pour tout n € N*,
Zn: (” Z 1)Bk 0.
k=0
On pourra par exemple utiliser laformule de Leibniz.

b. En déduire que pour tout n € N, B, est un nombre rationnel.

Partie III. La formule de Faulhaber

n—1
Soit n > 2. On note h,, la fonction définie sur R par h, : x — Z ek,
k=0

15. Soit p € N*. Montrer que h, posséde un DL,(0), donné par

S -1 S,(n—-1
LXZJF...WLMXPJW(XP) -

hy(x) Sttt Si(n—=1)x+ o ol S

16. ]ustiﬁer que pour tout x € R, on a h,(x) = ng(nx) f(x).
17. En déduire que pour tout p € N*,

- k'(p+ (T

18. Prouver finalement que pour tout p € N*,

p
Sp(n_l)_ﬁZ(p'i'l)B nbt1-k
k=1

puis a I'aide de la question 13, démontrer la formule de FauLHABER,

1 ¢ k(P+ 1), ik
sp(n)_mZ(—n( L )Bkn .

k=0

En d’autres termes, nous venons de prouver que le polynéme F, mentionné a la question 8 est

= p+1z( D (p+ )B X
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Partie IV. Pour aller plus loin.
Cette partie n'est a aborder que si vous avez treés bien réussi tout le reste du sujet ou que vous voulez approf(mdir le sujet
chez vous.

19. Soient p,k € N* et n € N.

a. Montrer que

D850+ 528K | = Sk(wSy(m) + S ().
j=1

b. Prouver que
k+1
Sk(n)Sy(n) = (Sp+k+1(n) + Z( 1)’ ( ; )Bisk+p+1—i(n))

P
+ 1% (Sp+k+1(”) + Z(_l)i(p -: 1)Bisk+p+l—i(")) .
i=2

c. En déduire que si p est impair, alors il existe un polyndéme G, € R[X] tel que F, = G,(X(X +1)).

20. Signe des By,

x x 2x
a. En notant que pour tout x € R*, a1 = — T montrer que pour tout p € N¥,
e eX — e2x —
P
€x+1x—>OZ( x+0(x)'

. . ’ . 7 . ’ 7’ x
b. En multipliant les deux membres de I’égalité de la question précédente par .
oX

1, prouver que pour
tout p > 2

1 -4k
<2p>' Bap = Z<2k)'<2 T T

c. En déduire que pour tout p > 1, (—1)?~!B,, > 0.
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CORRECTION

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 8

» Exercice 1 : analyse asymptotique

1. Il sagit de procéder a un développement limité.
PuisquetanZ ~ Z ona
n oy stco

Pour obtenir un équivalent, il

n’ faut faire un développement
limité 2 un ordre suffisam-

x r 1 o 1 2 1 ment grand pour que le
e™n = l4+tan—+ 5 tan” —+o|— = 1+—+ ﬁ tol—=|- développement limité soit
ke n n n=j noeo n n n non nul.
De méme,
T T 1
sin— = —+4o|—
n n—+0o n n
Enfin,
T 1 2 N 1 1 P N 1 Y
cos— = -—+o|l=| = 1-—+o0o|=]. I
n n—+oo 2n2 n2 | n—o+oo 4n2 n2 1+u o 1+ > +o(u).
Et donc

anzx . T T 312 1 32
e n —Sin — — coOs— = —+o|— ~ — .
n n n—+co 4p2 n2 | n—o+oo| 4p2

2. Rappelons qu'idéalement, nous aimerions obtenir une expression de la forme

c 1
f(x)x =wax+b+)—c+o(—)

—+ X

Sic¢ = 0, il faudra stirement

pousser le développement

ot si ¢ # 0 nous pourrons déterminer le signe de f(x) — (ax + b). asymptotique un peu plus
. . , . 1 . (1 5 loin jusqu’a trouver un terme
Donc il nous faudrait un développement asymptotique en o (x—4) de sin (}) In (1 + ;) non nul qui nous donnera le

Et puisque les développements de sin % et In (1 + %) commencent par un %, il suffit d’'un

développement en o (%) de chacun des deux.

On a donc

x x| x—+0 \x  6x3 x3 x  2x2  3x3 x3
2 2 7
xj+w?_a?+§+o(3?)'

— _ A 1
Et donc f(x) T 2x -2+ +o0 (x)

Donc f(x) - (2x=2) ~ 4= si bien qu’au voisinage de +oo, f(x) — (2x —2) est de méme
X—>+00
signe que 1, donc positif.
Ainsi, la droite A d’équation y = 2x — 2 est asymptote 3 6 ¢, et au voisinage de +co, G5 est
au dessus de A.
3. Etude d’une fonction

3.a. Ilest clair que f est continue sur R* par produit de fonctions qui le sont.
x 1 o
Et f(x) ~ ==1,sibien que f(x) — 1, donc f est prolongeable par continuité en une
x—0 X x—0
R — R
. = X 1
fonction f : T Six#0
1 six=0
Cette fonction est continue en 0 par définition, et elle I'est sur R* car f I’est, donc est
continue sur R.

3.b. Les fonctions x - x et sh étant 6% sur R*, par quotient, f I'est aussi.
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signe de f(x) — (ax +b).
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3.c.

3.d.

2

DEVOIR SURVEILLE 8

Rappelons que le développement limité d’ordre 6 de sh(x) est

3 5
X X
sh(x) xiO X+ Z + m + o(xé).

Et donc

x 1

fx) =

20y 4 B X 6) x50 1 4 X 4 X 5
=0 x + % + F55 +0(x0) 1+ % + 355 +o(x”)

= 1—(—+—)+(— ) +o(x°)

o\ T120) T % T 120
x? 1 1Y 4 5

x:}()l—g-l—(—m-f-%)x +o(x)
2

= 1—x—+Lx4+o(x5).

x—0 6 360

sh(x) — x ch(x)
sh? (x) .

Mais sh(x) — x ch(x) = x- o(x?) — x + o(x?) = o(x?) et sh®(x) ~ x?, si bien que

Pour x # 0, on a f'(x) =

1irr(1) f/(x) =0.Onadonc f qui est 6! sur R*, avec f’ possédant une limite finie en 0.

Par le théoréme de prolongement 6!, festde classe 6! sur R, etona f/(0) = lin%) f'(x) =0.

Etudions la fonction ¢ définie sur R, par ¢(t) = sh(t) — 2t ch(t) + 2sh(t).
Elle est dérivable, de dérivée égale 2

@' it 2ch(t) sh(t) — 2ch(r) — 2t sh(t) + 2¢h(t) = 2sh(t) (ch(t) - t).

Par I'inégalité admise, on a donc ¢’ positive, de sorte que ¢ est croissante sur R..
Puisque par ailleurs, ¢(0) = 0, on a donc, pour tout t € Ry, 2t ch(t) - 2sh(¢) < sh?(1).
Drautre part, une étude de ¢ : t > t ch(t) —sh(t), de dérivée égale 2 ¢’ : t — tsh(z) > 0
et vérifiant /(0) = 0 prouve que pour tout t € Ry, ¢t ch(t) —sh(x) > 0.

Et donc comme annoncé, pour tout t € Ry, 0 < tch(t) —sh(t) < 1 sh’(t).

sh(t) — t ch(t)
sh? ()

Mais puisque pour t € R}, f/(t) = , on en déduit que pour tout ¢ € R,

1
-5 < f’(t) < 0. B
Inégalité qui reste vraie pour t = 0 puisque f7(0) = 0.
Enfin, puisque f est paire, sa dérivée est impaire, et donc pour tout t € R_, 0 < f'(t) < %
Ainsi, pour tout t € R, |f"(t)] < %

Donc f est dérivable sur R, de dérivée bornée, par I'inégalité des accroissements finis elle

est lipschitzienne, et méme | J-lipschitzienne.

. . e*
Alternative sans calcul : au voisinage de +co, ona ch(x) ~ sh(x) ~ 5
X 00 X

—+ —+00
~ —xe* X
Et donc f'(x) ~

~
X—+00 ezx x—400 X x—+oo

Par imparité de f’, on a également f(x) — O.
X——00

Et puisque f” est continue sur R, une application judicieuse du théoréme des bornes
atteintes prouve que f” est bornée.

Et donc I'inégalité des accroissements finis nous dit encore que f est lipschitzienne, sans
nous donner toutefois la constante de Lipschitz qui convient.

» Exercice 2 : commutant d’une matrice 2 X 2.

Il est clair que 0, commute avec A et donc est dans 6 (A).
Soient M, N € 6(A), et soit A € C. Alors

A(AM + N) = JAM + AN = AMA + NA = (AM + N)A.
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Une fonction 61, dont la
dérivée possede des limites fi-
nies en oo est lipschitzienne.
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2.a.
2.b.

3.b.

CORRECTION

Et donc AM + N € “6(A), si bien que ‘ 6 (A) est un sous-espace vectoriel de >(C).

Puisque dim /> (C) = 2% = 4, on a donc nécessairement dim 6 (A) < 4.
Par ailleurs, on a toujours I, € 6 (A), si bien que 6 (A) # {0}, et donc dim 6 (A) # 0, et

donc|1 < dim“€(A) < 4.‘

Il est clair que B = I, convient.

Il s’agit donc de montrer qu’une matrice commute avec toutes les matrices de #»(C) si et
seulement si elle dans Vect(l), c’est-a-dire si et seulement si elle est scalaire.
Un sens est évident puisqu’une matrice scalaire commute 2 toute matrice.

Inversement, soit A = c z € M»(C) qui commute 2 toutes les matrices.

Alors en particulier a b1 0) _(1 0)fa b soit encore a 0)_f(a b
P ¢ dl\o o]7\o of\c 4) ¢ o]~ \o of

Donc déja b =c =0, si bien que A = g ) &t diagonale.

. N 0 a 0 d
Et alors A commute avec Ej , ce qui aprés calcul nous donne ( 0 O) = (O O) et donc
a=d.

Donc A = al, est une matrice scalaire.

Ainsi, 'ensemble des matrices commutant a toutes les matrices de #,(C) est 'ensemble
des matrices scalaires, c’est-a-dire Vect(l>) = Vect(B).

Puisque 6 (A) est un sous-espace vectoriel de #»(C), il est de dimension 4 = dim #»(C)
si et seulement si il est égal & (»(C) tout entier.
Donc si et seulement si A commute a toutes les matrices, ce qui par la question précédente

est vrai ‘ si et seulement si A est scalaire. ‘

1l est clair que C[A] est un sous-espace vectoriel! de />(C), ce qui est moins évident c’est
qu’il soit inclus dans € (A).

Soit donc k € N. Alors A¥A = AF*! = AAF si bien que AF commute avec A, et donc
Ak € €(A).

Donc “6(A) est un sous-espace vectoriel de />(C) contenant tous les A¥, k € N. Mais
C[A] est le plus petit tel sous-espace vectoriel, de sorte que C[A] C 6 (A).

Et donc C[A] c “6(A), et donc | C[A] est un sous-espace vectoriel de 6 (A).

Il est clair que I, = A” et A = A! sont dans C[A], et puisque A ¢ Vect(L»), alors la famille
(I, A) est libre.

Prouvons donc qu’elle est génératrice de C[A].

Pour cela, nous allons prouver par récurrence sur k € N que A* € Vect(L, A).

Pour k =0 et k =1, c’est clair.

Soit donc k € N tel que AK€ Vect(I, A), et soient A, y € C tels que AX = AL + pA. Alors

AR = AAF = QAA+pA% = DA+ (tr(A)A — det(A) L) = (A+ptr(A))A—pdet(A) L, € Vect(l, A).

Par le principe de récurrence, pour tout k € N, Ak e Vect(Dp, A).
Donc Vect(l, A) est un sous-espace vectoriel de .#>(C) qui contient tous les A¥, k € N, et
donc qui contient Vect(AX, k € N) = C[A].

Par double inclusion, on a donc C[A] = Vect(I», A), qui est donc ‘ de dimension 2. ‘

Puisque la famille (Ey 1, Ei 2) est libre?, alors Vect(Ey 1, Eq2) est de dimension 2.
Et alors par la formule de Grassmann,

dim(6 (A)NVect(E11,E12)) = dim 6 (A) + dim Vect(E11,E12) — dim ((6 (A) + Vect(E1 1, E1’2)) .

=3+2=5

Mais 6 (A)+Vect(E 1 +E12) étant un sous-espace vectoriel de /#(»(C), sa dimension ne peut
excéder 4, et donc dim ‘6 (A)NVect(Ey 1, E12) > 0, sibien que € (A) N Vect(Ey 1, E12) # {02}

Le méme argument prouve que 6 (A) N Vect(Ey 1, Ez1) # {02},

MP2I Lvycie CaampoLLION 2024-2025

Un sous-espace vectoriel de
E est de méme dimension
que E si et seulement si il est
égal A E tout enter.

1 Car cest un Vect.

Si F est un sous-espace vec-
toriel de E contenant tous
les (e;)icr, alors il contient
Vect(e;, i € I).

L’hypotheése faite sur A nous
dit déja que (I, A) est libre.
Puisqu’il s’agit de prouver
que C[A] est de dimension
2, si c’est bien le cas, (I, A)
sera libre et de cardinal égal
4 dim C[A], donc sera une
base de C[A].

2 Cest une sous—famille de la
base canonique de /> (C).
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4.b.

4 DEVOIR SURVEILLE 8

Notons A = (a b).
c d

Soit donc M = (é g) une matrice non nulle de ‘6 (A) N Vect(Ey 1, E12).
On a donc A # 0 ou p # 0. Et puisque M € € (A), on a donc

a b\(A p\ (A p\fa b en Aa  pa\  (Aa Ab

c df\o 0o)7\o o)le a) O e pe/ " o o
On en déduit que Ac = pc = 0, et puisque I'un au moins des deux nombres A,y est non nul,
¢c=0.

Sur le méme principe, a 'aide de 6 (A) N Vect(E1 1, Ex1) # {02}, on prouve que b = 0, et
donc que A est diagonale.

» | Si a =d| alors A est scalaire, et donc la question 2 prouve que € (A) est de dimension 4,
ce qui est absurde.

. . m1 my . .
> , soit alors M = (m3 m4) € M>(C). Alors M € 6 (A) si et seulement si

am amz)_(am1 dmy

AM = MA < (dm3 dm4 ams dm4

) < amy = dmpyams = dms. Un exercice du TD de calcul
matriciel prouve qu’une ma-

. s . . _ _ trice diagonale 4 coefficients
Et puisque a # d, c’est le cas si et seulement si m3 = my = 0. diagonaux 2 4 2 distincts ne

Autrement dit, 6 (A) est I'ensemble des matrices diagonales, soit encore Vect(E 1, Ez2) qui commute qu'avec les matrices
est de dimension 2. diagonales.

Ce qui la encore contredit I'hypothése dim 6 (A) = 3.

Ainsi, on n’a jamais dim € (4) = 3.

Par ce qui précede, on a donc dim 6 (A) = 4 si et seulement si A € Vect(L).

Etsi A ¢ Vect(I»), alors dim 6 (A) # 3, si bien que dim 6 (A) € {1, 2}.

Or, C[A] est un sous-espace vectoriel de 6 (A), de dimension 2, si bien que dim € (A) > 2.

Donc nécessairement | dim 6 (A) = 2, et on a notamment 6 (A) = C[A].

Par la question 3, il est clair que si B € C[A], alors B € 6(A), et donc Ab = BA. De méme
siA e C[B].

Inversement, supposons que AB = BA, de sorte qu’on a 2 la fois A € € (B) et B € € (A).

» Si A n’est pas scalaire, alors B € ‘6 (A) = C[A].

» De méme si B n’est pas scalaire, alors A € C[B].

> Si A = 0,, alors A € C[B], et de méme si B = 0,.

» Si A et B sont toutes les deux scalaires et non nulles. Alors elles sont proportionnelles, et
donc on a i la fois A € C[B] et B € C[A].

Dans tous les cas, on a bien A € C[B] ou B € C[A], de sorte que I’équivalence annoncée
est bien justifide.

» Probléme : nombres de Bernoulli et formule de Faulhaber.

Partie I. Endomorphisme de dérivation discrete.
Soient P,Q € R[X] et A € R. Alors

A(AP+Q) = (AP+Q)(X+1)—(AP+Q)(X) = A (P(X + 1) = P(X))+(Q(X + 1) — Q(X)) = AA(P)+A(Q).

Ainsi, A est linéaire. Et puisque pour tout P € R[X], A(P) = P(X + 1) — P(X) est encore

un polyndme, ‘ A est un endomorphisme de R[X].

Si P € R,[X], alors deg P(X + 1) = deg P < n, donc A(P) = P(X + 1) — P(X) € R,[X]. Le degré de P o Q est égal 3
degP x deg Q.
Et donc | R, [X] est stable par A. ‘

Pourk > 1,0na
k k k-1 k
AXFy = (X + 1)F - x* = Xt - xk = Xt
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CORRECTION 5

En particulier, A(X*) est un polynéme de degré k — 1.
Etsik =0, alors A(X?) = A(1) =1-1=0, donc deg A(1) = —c0.

d Le degré d’un polynome est
Soit P = Z arX* un polynéme de degré d > 1, de sorte que ay # 0. le plus grand des entiers i tel
k=0 que le coefficient de X soit
Alors, par linéarité de A, on a non nul.
d d-1
AP) = )" aiA(X') = agh(Xh) + 3" aiA(X).
i=0 i=0
d-1
Mais agA(X?) est de degré d — 1, et Z a;A(X") est de degré inférieur ou égal 3 d — 2, de 3 Cest-a-dire de degré 0.
i=0

sorte que A(P) est de degré d — 1.

Enfin, si P est constant?, alors A(P) = 0. SiP(X +1) = P(X), alors

deg(P)—l si degP >1 P(0)=P(1)=P(2) =...
—00

Et donc, pour tout P € R[X], |deg A(P) = { Autrement dit, P — P(0)

sinon -
s'annule en tous les entiers.

. _ _ Or, seul le polynéme nul pos-
Soit P € R, [X] A}OI,.S Pe Ke,r An © A(.P) = Urix) © deg(A(P)) B séde une infinité de racines,
Par la question précédente, c’est le cas si et seulement si deg P < 1. et donc P — P(0) = 0 donc
Et donc Ker A, = {P € R,[X] | deg(P) < 1} = Ro[X]. P =P(0) € Ry[X].

Puisque Ker A, # {Or[x]},

An est pas injectif. ‘

Or un endomorphisme d’un espace de dimension finie* est surjectif si et seulement si il est *Ce qui est le cas de R, [X].

injectif, donc | A, n’est pas surjectif. ‘

Puisque dimRo[X] = 1, par le théoréme du rang, on a
rgA, =dimR,[X] —dimKerA, =n+1-1=n.

D’autre part, nous avons déja prouvé que pour P € R,,[X], A,(P) € R,_1[X], de sorte que
ImA, c R,_1[X].Or,dimR,_1[X] = n=rgA, = dimImA,, etdonc| Im A, = R, [X]. ‘

On utilise ici des inégalités

Puisque deg A(P) < deg P — 1, une récurrence triviale prouve que pour tout k € N et tout plutde que des égalités pour

P e R[X], deg Ak(P) < degP — k. ne pas se retrouver avec

En particulier, pour P € R,[X], A™!(P) est de degré inférieur ou égal a n — (n+ 1), et des degrés negfmfs' Mais

d 1 sidegP > k, I'inégalité ci-
c.)nc. est nul, ) o ) o dessus est en fait une égalité.

Ainsi, AP = 04 (R,[x])» donc A, est nilpotent, et son indice de nilpotence est inférieur ou

égalan+ 1.

Par ailleurs A”(X") est de degré 0, donc non nul, donc A? # 0 (g, [x]), de sorte que

I'indice de nilpotence de A, est au moins n + 1. Et donc | est égal 2 n + 1.

En revanche, | A n’est pas nilpotent ‘ puisque pour tout k € N*, on a AR (XF) qui est non

nul car de degré 0, donc A* # 0 (R, x])-

L’application P + P(0) est une forme linéaire sur R,[X], clairement non nulle, et H, en Et en particulier un sous-
] d h lan® d espace vectoriel.

est le noyau, donc est un hyperplan” de R, [X].

Et donc dim H, = dimR,[X] -1 =

Notons que nous savons déja que A, est 2 valeurs dans R,,—;[X], donc il en est de méme

de Ay, qui est une restriction de A,,.

Les deux espaces H,, et R,_1[X] étant tous deux de dimension n, il sufht de prouver que

Ay, est injeCtive- Si vous restreignez une ap-
Mais Ker Ay, = {P € H, | A(P) = Or[xj} = {P € H, | P € Ker A} = Ker A N H,, qui est plication linéaire f 4 un sev
réduit au polynéme nul. F de l'espace de départ, le
Donc Ajg, est donc par 'argument de dimension évoqué ci-dessus, réalise une bijection noyau de la restriction sera

de H, sur R, [X]. Ker fir = Ker f N F.
Déja H nKer A = {Og[x]}, donc Hj, est injectif.

Et par ailleurs, pour Q € R[X], considérons un entier n € N* tel que Q € R,,—1 [X].

Alors par la question précédente il existe un polyndéme P € H, C H tel que A(P) = Q.

Et donc Q posséde au moins un antécédent par A g, de sorte que Ay est surjective, et donc

bijective.
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8.b.

10.

11.a.

11.b.
11.c.

6

DEVOIR SURVEILLE 8

Existence des polynémes de Faulhaber

Soit P, Q € R[X] tels que pour tout n € N, P(n) = S,(n) = Q(n).

Alors le polynéme P — Q s’annule en tous les entiers naturels, et donc posséde une infinité
de racines, si bien qu’il est le polynéme nul. Et donc P = Q.

Ainsi, il existe au plus un tel polynéme P.

Par définition, F, est donc un® polynéme de H tel que A(F)) = (X + 1)P.

Soit encore F, (X + 1) — Fp(X) = (X + 1)P.

Alors pour n € N*, il vient

BN
—_

(Fp(k+1) — Fy(k)
0

n—-1 n
) = Z(k+ 1P = Zk” = S,(n).
k=0 k=1

Mais par ailleurs, la somme de gauche est télescopique, égale i F,(n)
puisque F, € H et donc F,(0) =0

Lecasde n=0est peut-étre a traiter a part, mais puisque F, € H, Fp(0) =
de sorte qu’on a bien, pour tout n € N, F,(n) = Sy(n).

o~
Il

~ F,(0) = Fo(n)

0etSy(0) =0

Enfin, notons que p = deg((X+1)?) = deg(A(F,)) = deg(F,) -1, si bien que deg F,, = p+1.

En vertu des formules classiques et rappelées dans 'énoncé pour Sy (n), S2(n) et S3(n), on a

X(X+1) XX+1D(2X+1) 5, XA(X+1)?
ZT, 2= 6 etF3=F1=T.

Partie II. Nombres de Bernoulli

. x
Soit n € N. Nous savons que e* -1 = F +0 ( "+1), et donc
x—>0

n+l

e -1 n n
x—)OZT-'-O( ) ﬁoz(k+1)'x tolx).

Notons tout de suite qu’il va falloir diviser numérateur et dénominateur par x, et donc il
va falloir faire un DL5 de ¥ — 1.

On a donc
X X
=1 xo0 xp 2424 x4 2 (x5)
¢ T2t 1w
1
x:’01+§+x—2+x3+x—4+o(x)
2t et Etim
2

X X .X'3 .X'4 X X2 X3 X4 2 X X2 X3 .X'4 ?
= l-|s+—=+=—+—|+|[z+=+=+—=—] - [z+=+=+—]| +
x—0 2 6 24 120 2 6 24 120 2 6 120
1
8

24
x (11 111 1 1
SN DR D S U S D > 1.1 4
50 2+(6+4)x+(24+6 S)X +( 120" 72 6) (x

2 4

S A x—+o(x4)
x50 2 12 720 ’

Par quotient de fonctions 6%, g est de classe 6 sur R*, et donc en particulier y est
continue.

e -1
~ = =1,sibien que | 1m g(x) =1=g(0).

X x—>0 X

Etona

Donc ‘ g est continue en 0, et donc sur R. ‘

C’est une simple récurrence sur k.

Notons ¢ : x — e* — 1, de sorte que g = ¥ X ¢.

Soit n € N. Puisque i et ¢ sont toutes deux n fois dérivables, alors par la formule de Leibniz,

pour tout x € R*,

n

ROEDY (Z)W (x)p "™ (x)

k=0
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% C’est méme I'unique poly-
ndéme ayant ces propriétés.

2 3 4

()
6 24 120

Je vous épargne les calculs,
mais il faut poser

x a2 0 xt
2 6 24 120

u=

et calculer successivement
u?,u’ et u*, par exemple avec

un petit tableau.

Bien entendu, vous ne pou-
vez pas vous contenter de le
dire ainsi, et devez rédiger la
récurrence !

M. VIENNEY



11.d.

12.

13.

14.a.

CORRECTION

(=D)"*(n-k)!

xn+1—k

= (e = 1™ (x) + Z (Z)ex
k=1

( 1)"n! (-D)"n! <ol e €
o+l e - o+l +Z kl(_l)n =k
—1)"nle* x
= (x% ( — € + Z( 1)k )
(=1)"nle* (- 1)k _
= K+l Z NE
Soit n € N. On a alors
S (=DF 1
-~ _ n+
exx:OZ o x+0(x )
k=0
de sorte que
e X — i (_1)kxk — (_1)n+1 xn+1 ( n+1) - (_1)n+1
= k! x—0 (n+l)! x—0 (n+1)!
(—1)"71! (_1)n+2xn+1 1

Ecd (n) ~ ~ .
one g1 (x) x—0  xntl (n+1! xs0n+1
Ainsi, gt posséde une limite finie en 0.

Puisque ceci est vrai pour tout n € N, et que g est de classe € sur R*, par le théoréme de

prolongement €, | g est de classe € sur R. ‘

Et puisque g ne sannule pas et que f = 4 L alors ‘ f est également de classe 6 sur R.

C’est tout simplement la formule de Taylor—Young a l'ordre n, qui s’applique puisque f est
de classe €™ :

f(x )H)Zf ) kio(x") = = Z%xk+o(x").

k=0
En reprenant le DL obtenu 2 la question 10 :
2
X 4
= - — 4+ — —_— 4+
f) 3t 720 T
et par unicité de ce DL, il vient donc By=1,B; = —%, % = 1—12, % =0, % = —% = —é.
Soit encore BO = 1, 31 = —%, Bg = B3 = 0 B4 = 3—10

Soit x € R*. Alors on a

0(x) x +x 2x+xe¥ —x xe*+1
xX) = — = = — .
eXx—-1 2 2(eX —1) 2eX—1
Et donc - ) )
xe X+ x1+e* xe+
0x) =5 =1~ 31 2e-1 W

Donc 6 est paire, donc 6’ est impaire, 6 est paire, et plus generalement, pour tout k € N,

la fonction 0 est de méme parité que lentier k.

En particulier, pour tout k > 1, par imparité de 0K+ on a 9k (0) = 0
Or 9(2k+1) — f(2k+1), et dOI’lC BZk+1 — f(2k+l)(o) =0

On notera que ceci ne vaut plus pour k = 0, puisque ' = " + %

En revanche, on peut ainsi retrouver By = f'(0) = 6’(0) - % = —%.

En reprenant les notations de la question 11.c, f X ¢ = id, si bien que pour n > 1, en
dérivant n + 1 fois cette relation a I'aide de la formule de Leibniz,

n+1 n+l
Z ( L )f(k>(ﬁ(n+1_k) =0.
k=0
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Pour k > 1, 1//(") = exp.

k et —k étant de méme pa-
rité, (=1)k = (=1)7k.

Astuce

On notera que Iénoncé don-
nant By, c’était 13 une bonne
occasion d’aller vérifier son
DL de la question 10 (au
moins pour le terme en x*).

1l aurait également été pos-
sible d’utiliser les DL, et de
mentionner que tous les co-
efficients degré impair du
DL de 6 sont nuls, et que le
coefficient de degré k du DL

deHest%‘sikil.

A\ Attention !

Puisquen > 1,n+1 > 2, et
donc la dérivée (n + 1)éme de
x est bien nulle, cette relation
serait fausse pour n = 0.

M. VIENNEY




14.b.

15.

16.

17.

DEVOIR SURVEILLE 8

Eten particulier, pour x = 0, en notant que ¢ (0) =

il vient
i n+1B _o
k)R

k=0

0 et que pour k >

Une alternative : on aurait pu arriver 4 la méme conclusion en calculant explicitement le
DL,+1(0) de f x ¢ et en utilisant I'unicité du DL.

On pourra noter que c’était la encore un moyen daller Vériﬁer les valeurs obtenues a la question 12,

et donc le DL de la question 10.

La preuve peut se faire par récurrence forte sur N.
Récurrence qui est trés largement initialisée puisque nous avons déja prouvé que By a B,
sont rationnels.
. *
Soit donc. n € N* tel que pour tout p € [0, n- 1], By € Q .
Alors en isolant le terme k = n dans la relation de la question précédente, il vient

Et donc par le principe de récurrence forte,

Partie III. La formule de Faulhaber
Pour k € [1,n],ona

Z (kx) —=x/+o0(xP).

Et donc par somme d’un nombre fini de développements limités,

x—>O

n-1 p k] §4 n—1 P Sj(n— 1)
— _ P R} p — A p
hn(x) X:O Z Z ]' x]+0 x xHO Z (Z ]' x) +o0 (x )) x;O n+z ]' x/+o (x ) .
k=0 j=0 j=0 j=1
Pour x # 0, puisque e* # 1, il vient’
n-1 nx nx
e™ -1 e -1 x
hu(x) = ) (€)= ——=n 7 = () ().
P eX — nx eX-—1

S’il serait aisé de vérifier que cette formule reste valable en 0, remarquons plutdt que par
continuité de hy,, g et f,

h,(0) = 1m hn(x) = llm ng(nx) f(x) = ng(n x 0)f(0).

I s’agit d’utiliser 'unicité du développement limité d’ordre p de h,.

S -1
D’une part, nous avons déja dit que son coefhicient de degré p est %.
D’autre part, par produit de DL, et puisque®
P k P
_ (nx) P — By P
(x)x:OZ(k+1)!+o(x Jetf(x) =, k'x +o(xP),
k=0 k=0
le coefficient de degré p du DL,(0) de ng(nx)f(x) est
P +1-k
n kel _ By n?
"; (k+ 1)' p k)' Z (k+ 1)'(p Ot T LK iRl

Donc comme annoncé,

Sp(n -1)

P
Z np+1—k'
7+ 1 _ k)'k'
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1L, y0)=€" =1,

Cette formule est le moyen
le plus élémentaire de définir
les nombres de Bernoulli, par
récurrence.

1 suffit de dire que By = 1 et
que la formule ci-contre est
vraie pour tout n > 1. Elle
permet alors un calcul récur-
sif des By, By, étant défini en
fonction de By, By, .. ., B,_1.

7 Somme des termes d’une
suite géométrique.

8 Voir la question 9 pour le
DL de g.

M. VIENNEY



CORRECTION 9

18. Onadonc

p | p | p
1) = Y BT B _ DY |1 P ik
Sp(n 1)_;)Bkk!(p+1—k)n _p+1kz=;)Bkk!(p+1—k)!n - p+1ZBk k)t

Et en ajoutant le terme manquant n?,

1 1 (p+1 Pip+1 -
Sp(n) = Sp(n—1) +nf = ——Bonf*! + —Bl( )np +nf + Z ( )Bknp+ .
p+1 p — k

+1 1
+1
Or By = —%, de sorte que [ﬁBl(P"lLl)nP +nP = %np = -Bin? = —ﬁBl(p | )
De plus By = (—1)°By et pour tout k > 2, on a (—1)*By. = By puisque lorsque k est impair,
Br =0.
On en déduit donc que
S _ 1 5 1kp+1Bp+1—k
p(”) = m Z(— ) k 136 .
k=0
Partie IV. Pour aller plus loin
19.a. Calculons le membre de droite
n
Sk(m)Sp(n) + Sap(n) = ( k) (Z ,p) - Zﬂ‘“’
j=1 i=1
— Z ipjk+2jk+p
1<ij<n =1
— iP ik 4 ik 4 ik+p On coupe en deux la pre-
Z ! ] Z v ZJ miére somme.
1<igj<n 1<j<i<n
Sy ek S
1<i<j<n 1<j<i<n
n Jj n i
SIPNIS IO,
=1 =l i=1 =1
n
Sp(J) + Z i# Sk (i)
j:1 i=1

B

[j"sp(j) + 7750
1

19.b. 1l s'agit d’utiliser la formule établie 4 la partie III pour I'expression de S, :

Z] Sp(J) = 121 Z( 1)’ (p-'._l)Biiji

1 pl+k—i Permutation des deux
P+1 Z( ) ( ) ;J sommes.
1 & (p+1
—12<—1>'(P i )Bis,,+1+kl-(n>
i=0
1

1 1 < Jp+1
P n 1Sk+p+1(n) + Sp+k(n) + m izz(_l) ( j )Bi5p+k+1—i(n)~

Et de méme, en échangeant les roles de p et k,

n

1 1 k+1
Z]psk(l) 1Sk+p+1(n)+ Sp+k(n)+ 12( 1)( -: )B Sk+p+i-1(n).

=1
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19.c.

20.

20.a.

20.b.

10 DEVOIR SURVEILLE 8

Et donc en utilisant la question précédente, il vient

Sk(m)S) () = Z |7#5p() + 77S(7) | = Skep ()

k +1 nulent.

? (Sp+k+1 (n) + Z(_l)i(p _:_ 1)Bi5k+p+li(n)) .
i=2

1 ,
(5p+k+1(n) + Z( 1)’ (k+ )Bi5k+p+1—i(n)) Les cermes en Sy (n) s'an-

On pourra noter que pour k = p = 1, cette formule nous redonne S1(n)? = S3(n).

Nous allons procéder par récurrence forte sur p et prouver que pour tout k € N, il existe
un polynéme ka+1 tel que Fori1 = Gogst (X(X + 1))

X(X+1) do x

Pour k=0,0onaF = = 5 convient.

Soitk € N tel que pour tout h € [0, k], il existe un polyndme Gap1 tel que Fopyt = Gope1 (X (X + 1)).
Utilisons la formule précédente avec p =1 :

o (1510 = 5 o)+ 55 D1

i

2k
2k +2 1
( )Bi52k+3—i(n) + 552k+3(n)-

Et isolons alors Soiy3(n) :

2k+2

1 1 1 2k +2
(5% 353 S0t = S0 0810) =5 ST (st
k+1
1 2k+2
= S2+1(n)S1(n) — Z ( ; )BZi52k+3—2i(n) Les B; sont nuls pour i > 2
2k 2 impair.
On en déduit donc que
K+l
1 1 2k 2
3 + T Forss = Bop1 Fr — Z ; ByiFogi3-2;. En adaptant un peu la preuve
i=1 ci-contre, on peut aussi
PrOUVer, en notant que
. N , . Fy = X(X+1)(2X+1)
Et puisque par hypothése de récurrence, Fas1, Fi et tous les Far3-0;, 1 < i < k+ 1 sont 2= ——% ——,que

des polynémes en X (X + 1), il en est de méme Fy,3. pour k pair, on peut toujours
écrire Fy comme le produit

Et donc par le principe de récurrence forte, tous les F,, p impair sont des polynémes en de 2X + 1 par un polynome
X(X+1). en X(X +1).

Signe des By,
Commengons par vérifier I'identité annoncée :

x 2x  x(e*+1)-2x xe¥-x = x(e*-1) X
-1 eX—1  e2x—-1 X1 (ex+1)(e¥x-1) ex+1

Et donc en utilisant le DL, (0) de f

| oy

e*+1

P
-2 = Y B B s oar)
k 0

k=0
=12 Bt e

k=0
En multipliant par 5, le membre de gauche devient

2

x x 2x g ZkBk Py ok- Bkl
+o(xP! Z Ok K o(xP) = —k+ p
e RN O2(§ T2 ol >) RN o(x).
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20.c.

CORRECTION

11

Et par ailleurs, par produit de DL le coefhicient de degré p de cette méme expression est

celui du produit f(x) x ﬁ, A savoir
p k
1-2 B,_
Z k! B ( i ]];)l'
&k P !

En d’autres termes, pour tout p > 1

2P 1Bp_1 — 0k
2(p- 1)) Zk'( oyt PPk

En particulier, si p > 2 alors By,—1 = 0, donc le membre de gauche de I’égalité ci-dessus®
est nul. Il reste donc

_ Dk
- Z Ki(2p — Ryl KBk

Dans la somme ci-dessus, le terme avec k = 0 est nul (car 2° = 1), celui avec k = 2p est
1= 4p

p)l
Et pour tout k € [[1,2p — 1] impair, k et 2p — k sont impairs, et I'un au moins des deux est
plus grand que 3 de sorte que BBy, est toujours nul.
Il reste donc

2p-2

4 -1 12k Ry 14k

—— By = —————BiBop-k = ———————BoBop-2k-
(2p)! kkz_; ()!(2p - k)! ’ ; (2k)!1(2p — 2Kk)! i

palr

Nous allons procéder par récurrence forte sur p > 1, I'idée étant que la formule que nous
venons de mettre en évidence exprime By, en fonction des Byj, 1 < j < p.

La récurrence est initialisée puisque By = Boyq est strictement positif.

Soit alors p > 1 tel que pour tout k € [1,p — 1], (=1)*1By > 0.

Alors

i <2p>' & 4 _
(U7 By, = Z(2/<)'(2p 71 BuBp-a

2p)! 5 _
_ (2p) Z (Zk)4 1 (=11 Ba (=11 By(pp) > 0.

- — | _ |
1L RIp-2 L T e
0 >0 >0
>

Et donc par le principe de récurrence, pour tout p > 1, (=1)?7'B,, > 0.

Ceci prouve donc qu’on a une alternance de signe dans les By, mais également qu'’ils ne
sont jamais nuls.

Commentaires : en calculant récursivement les By on peut prouver que les premiers nombres de
Bernoulli pairs sont

1 1 5 691 7 3617

Bs = —, By = ——, Bjp = —, 2 Buu=<, Big= -l ...
O VT T30 70T 66 2730° M T 6 T T 7510

Le difficile théoréme de Von Staupr-CLAUSEN décrit complétement le dénominateur de Boy, : c'est
le produit des premiers p tels que p — 1| 2n.

B = -

Par ailleurs, ces nombres de Bernoulli apparaissent dans le développement limité de tan et de th :

tan(x) Z( 1)kng4k(4 1)ka Lo (xzn) et th(x) ZBZk4k(4 —1) x40 (x )

(2k)! (2k)!

Enfin les nombres de Bernoulli sont reliés a une fonction que nous définirons en fin d’année, la
fonction { de RieMANN. Plus spécifiquement, les nombres de Bernoulli apparaissent dans Uexpression
des valeurs de { en les entiers pairs : pour tout p > 1

n 2p—1
1 2% B2P 2p

_ +1
{(2p) = hme O™ =

n—+ . k2p B
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O Avec2pala place de p.

M. VIENNEY
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